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— TEMA 1

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de

Primer Orden

1.1 Definiciéon

> Una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) es una relacion funcional en la que aparece una variable independiente, una
incAgnita y las derivadas de esa incognita. Se expresa:

F (x,y(x) ,y',---y(")) =0
siendo y (x) la funcion incognita.
> El orden de una EDO es el mayor orden de derivacion que aparece en la relacién funcional.

> El grado es el mayor exponente que tenga la derivada de mayor orden.

Ejemplo:

e () 5 (") =30 () =0

El ordenes 4y el grado 5. [ |

Las EDOs de primer orden son ecuaciones de la forma:

'

y = j—g = f(x,y) Formanormal o explicita

F (m,y,y') =0 Forma implicita

Buscamos una solucion y () que verifique la ecuacion, en cualquiera de sus formas.

Formas de las soluciones de una EDO de primer orden
Las soluciones a una EDO de primer orden son siempre curvas. Hay varios tipos de soluciones:

1. Soluciones generales: tienen tantas constantes arbitrarias como el orden de la ecuacidon diferencial. Es una familia de
curvas en el plano:

@ (z,y,¢) =0
La forma més sencilla es

I:Z—Z:f(a:) —>y:/f(x)da:~l—c

donde la constante arbitraria es c.
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Ejemplo:
y’ =2z s y=a’+c¢
|

2. Soluciones particulares: estas se obtienen asignando un valor a las constantes en la solucion general. Hay infinitas
soluciones particulares.
Para darle un valor a la constante, basta con hacer pasar a la curva por un punto. Por ejemplo, para el caso sencillo:

y = f(x)

T
Sy = [ F@dztuo
Yy (T0) = yo o
3. Soluciones singulares: estas soluciones no estan contenidas en la solucion general. Una vez se tiene la solucion general,

la envolvente de todas las particulares es la solucion singular. Si existe, en los puntos en los que exista, se viola la unicidad
de la solucion.

Problema de Cauchy o de Valor Inicial

El problema de Cauchy o de Valor Inicial (PV1) consiste en hallar la solucidn de la ecuacién diferencial, en una de sus formas,
tal que dicha solucion pase por un punto. Tiene dos expresiones:

| y = f(z,y) | F(w,y,y')zo
y (zo) = yo y (z0) = yo

Ay (zg) = yo se le llama valor inicial o condicidn inicial.

Condicién de Lipschitz:
Sea f: D C R? — R, se dice que f es Lipschitziana en D si se verifica

|f(z,y1) = f(z,y2)| < L-[y1 — yof
para todo par (z,y1), (z,y2) € D siendo L una constante llamada constante de Lipschitz.
Demostrar esta condicion para Ecuaciones Diferenciales es bastante complicado, asi que usaremos la siguiente:
Si existe f; (z,y) y es continua en D, entonces f es de Lipschitz en D. Es condicion suficiente.

Demostracion. Si f; (z,y) es continuaen D, estd acotada en D:
@[ <N V@ eD
Sean (x,y1), (x,y2) € D. Aplicando el teorema del valor medio tenemos:

F @) = f @)l = |f, @6 - (n - w)| = |£, (@.0)

siendo y; < e < yo, con lo que queda demostrado. O

“Jyr —y2l <N - jyr — yol

1.2 Teorema de Existencia y Unicidad

Antes de empezar, tenemos que resaltar que este teorema Unicamente nos va a dar condiciones suficientes, nunca necesarias, asi
que en caso de que no se verifique para alguna ecuacion diferencial, simplemente no podremos decir nada acerca de ella.

Dado el PVI en forma normal (1)
v =f(z,y)

Yy (zo) = Yo
y sea D tal que (zg, o) € D:
D ={(z,y) / |z — xo| < a;ly — yo| < b;a,b> 0}
Es decir, que D es un rectangulo. Definimos los siguientes teoremas:

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden http://www.telecos-malaga.com
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Teorema de existencia

Es suficiente que f (z,y) sea continua en D para que exista solucion al problema de Cauchy (1).

Teorema de existencia y unicidad

Si ademas de ser continua, f es Lipschitzianaen D, o expresado en la otra forma Hf,:, (z,y) continuaen D, entonces
existe una Unica solucién al PVI (1).

Ejemplo:
Tenemos el PVI siguiente:
y =14
y(0)=1
La funcion f = £ no es continua en (0,1) € D, pero si la condicion inicial fuese para z = 1 si que seria continua
si hacemos (0,1) ¢ D. [ ]

Demostracion. Dado que la demostracién completa de todo esto es muy complicada y larga, Unicamente vamos a ver un esquema
de la misma, de forma que veamos las elucubraciones de los matematicos para demostrar cosas como estas.

A un sefior llamado Piccard se le ocurri6 construir una sucesion de soluciones {y,, ()} que cumpliese la ecuacion diferencial
y = f(a,9)
y (o) = o

con lo que definid las iteraciones de Piccard:

(Yo (z) =yo

v (z) =yo + [, f (2,90 (2))dz

ya (2) = yo + [5 [ (2,41 (2)) da

\ YUn (.’IJ) =Y + ffo f (-%ynfl (l’)) dz

donde se verifica que Vn, y,, (o) = yo
Dado que se cumple para todo n, entonces se cumple si la sucesion converge. Los pasos que hay que dar para demostrarlo son:

> Las soluciones deben estar dentro de D (gréficamente), asi que hay que encontrar |z — z ¢| < a paraque |y, (z) — yo| < b
> Convertir {y,, ()} uniformementea y (z) en D.
> Demostrar que las soluciones verifican el PVI (I).

> Demostrar que si existe solucion esta es Unica.

Ejemplo:
Del problema 11.b)

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden http://www.telecos-malaga.com
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obtener las iteraciones de Piccard para este PVI.
Veamos las condiciones de existencia de soluciones:

y =f(ty)

es un polinomio, por lo que f es continua en R?, lo que implica que existe solucion. Para ver si es Gnica:

of _

=2t
Oy

existe y es continua en R?.

Por tanto, el PVI tiene Unica solucion y (t) que verifica el problema. Construimos la sucesion {y ,, (¢)}:

(Yo (t) =0

4 2n
Ly () =2+ 5+ ...+ L1

n!

yi () =yo+ [y, f (t,yo) dt = 0+ [) 2tdt = ¢

y2 () =yo+ [i f(ty)dt =0+ [ 2t (2 +1)dt = & + 1

Todas verifican y,, (0) = 0 para todo n. Ahora veamos a qué converge la solucion:

N
o ®) =) Tp=ct -1
n—=

Comprobamos que esa es la solucion del problema:

y =2tet’ ,
y(t)=e" —1
y+1=et

1.3 Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden

Vamos a resolver ecuaciones de la forma

es decir, expresado como cociente de polinomios.

P(z,y)dz+Q (z,y)dy =0

1.3.1 EDOs de Variables Separadas
En este tipo de ecuaciones, cada polinomio depende de una sola variable:

P(z,y) = P(z)

Q(z,y) =Q ()
con lo que nos queda

P(z)dz+Q(y)dy =0

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
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Es suficiente que Py () sean continuas para que exista solucién. Dicha soluci6n se obtiene integrando por cuadratura:

[P@ac+ [Quay=c GE)
Es la solucion general de la ecuacion.

Ejemplo:

coszdr + ySdy = 0

Integrando obtenemos la siguiente solucion general:

7

Yy
senxr + — ==c¢

7

Con esto, resulta que es muy interesante hacer que todas las EDOs que nos encontremos las podamos llevar a una de este tipo, y
es lo que vamos a tratar de hacer en los posteriores tipos.

1.3.2 Reducibles a Variables Separadas

En este caso veremos EDOs que sin ser de variables separadas, pueden transformarse facilmente en una de variables separadas.
Hay dos casos:

Ecuaciones de la forma f; (z) - g1 (y) dx + fo () - 92 (y) dy = 0

Basta que cada una de las funciones sean continuas para que la ecuacién tenga solucion.

Para reducirla a variables separadas, dividimos toda la ecuacion por el factor g4 (y) - f2 (x), con lo que nos queda la siguiente
ecuacion de variables separadas:

fi(z) g2 ()
@™t o

Si ocurre que g1 (y) - f2 (x) se hace cero en algin punto, podemos perder soluciones particulares, asi que tendremos que com-
probar al obtener la solucién general si estan incluidas en ella.

y=0

Ejemplo:
Se tiene el siguiente PVI:

Reordenamos la ecuacién y nos queda
dy =2t(y+1)dt
Dividiendo por (y + 1):

d
Y _ otar
y+1

Siy+ 1 = 0, la funcién @ no es continua, aunque no hay problema con nuestra condicién inicial. Integramos y
obtenemos la solucion general:

1n(y+1):tz+lncjy+1:et2+1nc

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden http://www.telecos-malaga.com
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y:c-etz—l

Sin embargo, la solucién y + 1 = 0 no la perdemos, si hacemos ¢ = 0.
Ahora calculamos la solucién particular con la informacion que tenemos de la condicidn inicial:

y(0)=0=>c-e"-1=0=c=1

Y= et —1

Ecuadonesdelafonnag/::g%::f(ax—%by%—@

Siendo a, b, ¢ constantes reales, existe solucion si f es continua. Para reducir la ecuacion a variables separadas, Unicamente
hemos de realizar el cambio de variable siguiente:

z=z(x)=ax+by+c

Con lo que tendremaos, si derivamos con respecto a z:

'

zZ —aQa

b

a+by’:Z’:>yI:

Y la ecuacion nos queda

y reordenando términos

dz

que Unicamente habremos de integrar para obtener la solucién general.

Ejemplo:
Hallar la solucién general de la ecuacion:

AR

y =(y-—=)
Hacemos el cambio de variabley — z = z, 2 =y — 1y nos queda

Z41=2" 1= =21/

Reordenando:
dz
ﬁ =dx
Aqui podriamos perder la solucién z = 0.
Integramos:
»2/3
m =x+c

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden http://www.telecos-malaga.com
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Deshacemos el cambio

w-27=(2w+a)

La solucion z = 0, o lo que es lo mismo, y = x no estd dentro de la solucion general, asi que no se trata de una
solucidn particular (ya veremos de qué tipo es).

Esto lo podemos comprobar si vemos

of 1

8_?/_3(31—317)2/3

ya que en y = x falla la condicién suficiente para la unicidad de la solucién, aunque no podiamos decir nada. |

1.3.3 Ecuaciones homogéneas
Estas son ecuaciones que se pueden escribir de la forma
rody y)
v= de f (:1:

Es decir, que la funcion f (z,y) se puede poner como una funcion que depende Gnicamente de £, y haciendo el cambio z = £
se convierte en una de variables separadas.

Yy =xz
y’ =24z
Sustituyendo en la ecuacién original:
dz dx
- = 13

En algunos libros esto se ve de otra forma. Si escribimos la ecuacién como forma diferencial:
P(z,y)dz + Q (z,y)dy =0

se dice que la ecuacion es homogénea si P y () son homogéneas del mismo grado. Para resolverlas se hace el mismo cambio.

Por definicion, se dice que una funcion P (x,y) es homogénea de grado p si verifica:
P (A\z,\y) = APP (z,y)
Asi que si en la forma diferencial P y () son ambas homogéneas de grado p,
P(z,y) +Q(z,y) F =0
yl =z+ mg—;
Si hacemos A = 1, tenemos
P(l,z)=P (lm ly) = z%,P (z,9)

Q(1,2)=Q (:z,1y) = 5Q(z,y)

lo cual, llevado a la ecuacidn, nos resulta:

2PP(1,z) + 2PQ (1, 2) (z—}—mg—;) =0

Eliminando z? y despejando nos queda:

dz Q(1,2) B
T T PA)+0M) 20 (14)

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden http://www.telecos-malaga.com
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Ejemplo:
Problema 1.n) Hallar la solucién general de

(42° —zy + y°) + y' (2® —zy +4y°) =0
Vemos que es homogénea:
P Az, \y) = 4X22% — Aady + A2y% = N2P (z,y)
Q Az, Ay) = Nx? — Ardy + 4X%y* = N°Q (z,y)
por lo que ambas son homogeéneas de grado 2. Si despejamos y* sale més corto:

A vay -yt A+ i (Y 1 (1)

T JEEEETICHERC

2 — xy + 492

Hacemos el cambio, y = zzyy =z + 22

/ A4 z—22— 2422423 44423
Tz = =
1— 24422 1—2z+4z22
1-— 472 d
ﬁdz:_gl_x
1+ 23 T

Integrando:

1-— 422
/7Z+ Zdz:—41nx+c
1+ 23

Descomponemos el integrando en dos:

1—z+22 322

Y usando que 1 + 23 = (1 + z) (22 — z + 1) la primera integral se simplifica:
3 2
+/Ldz:ln(z+1)+ln(1+z3) zlnmi4

/ dz "
142 1+ 23
Usando las propiedades de los logaritmos primero y luego eliminandolos nos queda:
3\ C
(z+1)(1+z ) =

y deshaciendo el cambio:

Carlos Garcia Argos - 8

1.3.4 Reducibles a homogéneas

Ahora tenemos que hacer dos cambios para resolver las ecuaciones, un primero para llevarla a homogénea y otro para hacerla de

variables separadas. Nos encontraremos con ecuaciones de la forma

rody ax + by + ¢
ar+by+c

v = de
Con f continuay a,b,c,a’,b , ¢ constantes reales.

Tenemos varios casos, los vemos a continuacion.

)

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
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l-c=¢c =0

La ecuacién ya es homogénea:
, ar + by a+ b2
y=fl=——-)=1 Ty
ax+by a +bZ

2-c#0,¢ #0

Tenemos 3 casos en funcion de la solucién del sistema

ar+by+c=0
dr+by+c =0

i) Son rectas coincidentes: - = bi =5 =k

, _ k(a’x—i—bly—i—cl)

= f(k)=
y = f(k) v
La solucidn general tiene la forma
y:/f(k)dx—i—c:f(k)-a:—}—c (1.5)
ii) Las rectas se cortan en (h, k)
Se hace el cambio de variable
r=X+h
y=Y +k

y obtenemos la ecuacion homogénea:

'—d—y—g—f a(X+h)+b(Y +k)+ aX +bY
Cdr dX a (X+h)+0 X +k)+ dX+b0Y

yaqueah +bk+c=0ya h+bk+c =0. Hacemos pues el cambio z (X) = % y tenemos la ecuacion de variables
separadas.

iii) Las rectas son paralelas:

o lo que es lo mismo, &= L — k. Se obtiene la ecuacion

53

k (alar + b’y) +c

y =f P

con el cambio z = a'z + b'y, al derivar se obtiene:

’ o ’ 1 ’ 1 kz+c
a +by ==z —>b—,(z —a)-f(m)—g(z)

’ ’ 1 dz
= b - =d 16
z a + g(Z) = ar +b’g(z) €z ( )

la solucion general la obtenemos integrando por cuadratura.
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Ejemplo: Del problema 1.m)
Br+y—2)+y (—1)=0

o 3z + Yy — 2
T o—r+1
Resolvemos el sistema de ecuaciones:

3x+y—2=0 z=1
—z+1=0

se cortan en el punto (1, —1), y hacemos el cambio

r=X+1
y=Y -1
la ecuacion diferencial homogénea que nos queda es
(_dY _3(X41)4Y-1-2 3X+Y .V
YTax T T —(x+n+1 —x X
hacemos el cambio z (X) =
/ dz
dz dz dX
X—=-3-2 =_——
X T3 X
Integramos la ecuacién y nos queda
1
Eln(3+2z) =—InX+Inc
deshacemos el Gltimo cambio
c / Y c
Vo + 2z X = + X X
y deshaciendo el anterior cambio
y+1 c
2 =
3+ r—1 x-1
tenemos la solucidn general. [ |

Ejemplo: Del problema 1.0), tenemos el siguiente PVI:

{ (x—y+3)de+ (—2y+2x—1)dy =0
y(1)=3
En primer lugar, calculamos la solucion general.

r o r—y+3
S T e |
Determinamos el caso en el que estamos:
1 -1
[ ISP
asf que son rectas paralelas. Hacemos el cambio z — y = z, laderivadaes 1 — y' = z’ y la ecuacién nos queda
11—, = _2+3
—2z+1
1—-22—2-3 / —-2-3z
e A e
1-—2z 1-—2z
1-2z
dz = —d
2 n 32 z X
Para conseguir la solucién general, integramos y para la particular sustituimos z = 1 e y = 3 y despejamos el
valor de la constante arbitraria. [ ]
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1.3.5 Ecuaciones diferenciales exactas

Se dice que la forma diferencial
P(z,y)dz+Q(z,y) =0
es una forma diferencial exacta (FDE) si
F=(P(z,9),Q (z,y))
es campo gradiente, es decir, que existe U : S C R? — R diferenciable (Funcién Potencial), tal que
P(x,y)dz + Q (z,y) dy = dU (z,y)
En nuestro caso, dU (z,y) = 0 por lo que U (z,y) = ¢ sera nuestra solucion general.

La condicidn necesaria y suficiente para que F sea campo gradiente es
OP (z,y) _ 0Q (z,y)

Jy ox

Ejemplo:
Del problema 1.m)

Br+y—2)dz+(z—1)dy=0

comprobamos las condiciones

0Q _
=1
orP __
=1
y dado que se verifican, es una FDE. [ |

Célculo de la funcién potencial
Tenemos 2 formas de calcularla:

> Forma 1: Tenemos las componentes

De la primera podemos escribir
Ua) = [ Plew)dztg)
y con la segunda

o=5 ([Peni)+dw

despejamos g’ (y) ¥y la integramos:

10 = [ (@@ -5 ([P )a

con lo que la funcidn potencial nos queda

U(x,y):/P(x,y)dH/(Q—a%(/P(x,y)dx))dy

Se puede resolver tomando la primera ecuacion y luego la segunda, con lo que se obtiene algo similar.
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> Forma 2: integramos por cuadratura con un camino cualquiera ya que la integral no depende del camino al tratarse de una
FDE.

(z,y)
U (2,y) — U (0, %0) =/ P(a,y)de +Q (z,y) dy

(20,y0)
Si tomamos por ejemplo caminos paralelos a los ejes coordenados:
Yy

U(%Z/):U(ﬂ?o,yo)‘F/wP(%yo)dﬂ?‘F/ Q (z,y) dy

0

El punto (o, yo) es arbitrario, pero cuidado con coger un punto de discontinuidad de las funciones.
Ejemplo:
Del problema 1.m)
Bx+y—2)de+(z—1)dy=0

P=3z+4+y-2

Q=z-1
Ya comprobamos en el anterior ejemplo que se trata de una FDE.

dU (z,y) = Bx +y —2)de + (x — 1)dy = U (z,y) = ¢
Resolviendo por la forma 1:
oU 2

3
a—m:P—>U(m,y):/(3m+y—2)dm+g(y):%+ym—2m+g(y)

derivando la expresion nos queda
z—l=z+g (y) =g (y) =-1
e integrando g’ (y)

gy)=-y+k

La funcién potencial queda

32
U(m,y):i—i—y:v—&v—y—i—k

2
Y la solucion general la podemos expresar como
R
> +yr—2r—y=c

Ahora la resolvemos por la forma 2:
Py @ son polinomios, por lo que podemos escoger el camino que parte del origen:

(z,y) 322

U(x,y)—U(0,0):/ (3x+y—2)dm+(m—1)dy:/0$(3x+0—2)d:v+/0y(x—1)dy:T—Qm—}—xy—y

(0,0)
Y si hacemos U (0, 0) = k, tenemos la solucion general de antes

32

— —2z+4+yr—y=c

2
Otra forma mas rapida pero que ha de ser mas intuitiva puede ser el separar las variables e integrar de golpe:
3zdzr — 2dx — dy + ydx + zdy = 0
N————
d(z-y)

se obtiene
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1.3.6 Método del factor integrante

A veces, las ecuaciones diferenciales no son de ningun tipo estudiado anteriormente y no es forma diferencial exacta en los
términos hablados, pero existe un factor u (x,y) llamado factor integrante de forma que al multiplicar la ecuacion diferencial
por él, se convierte en forma diferencial exacta.

P (z,y)dz + Q (z,y)dy =0
no es forma diferencial exacta, pero

I (@,y) /1, y) P (2,y) de + p(z,y) Q (z,y)dy = 0 es FDE
Para calcular ese factor integrante, imponemos la condicién de FDE:

57 (@) P @.9) = 5 (1 (20) @ (@,9)

a,u ’ 8” ’
P+ pP, = —Q + pQ,
oyl T = g, Q@+ pQ,
reorganizando términos,
8” all ’ 7
- Sha=u(d.-r)
ay o p(Q, — P,
Esto es una ecuacién en derivadas parciales, que es mas dificil de resolver que el problema original, y ademas todavia no sabemos
resolverla. Por esta razdn, vamos a hallar factores integrantes en funcion de expresiones concretas.

p=p(x)
En este tipo, g—Z = 0, con lo que nos queda
dp(x) o ’ ,
10 (r}- )

dp  P,—Q,

H_ Ty *z Q dz

Iz Q
Integrando, si By @2 o5 funcion Gnicamente de ,

P —Q
Inp(z) = / yTQxdm +Inec .7

’ i

. P — s . . . . -, . . .
Si yTQ’” no es funcién Unicamente de x, no existe factor integrante dependiente sélo de x para la ecuacion diferencial. Si
despejamos p (),

1

i(a) = c- el o e (L8)

Normalmente supondremos ¢ = 1, ya que no va a influir en la ecuacion diferencial al multiplicar ambos términos.

w=p(y)

Ahora s6lo depende de la variable y y la ecuacién queda

T RalaCa)

du Q; ’

_Py
7 = Tdy:f(y)dy

Operando de la misma forma que antes:

’ ’
Qy—Py

ply) =c- el =W (1.9)
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2

p=p (L), p(@® =y, n@-y). ..

En este caso hacemos el cambio de variable z = £, 2% —y?,z-y...

Y calculamos el factor integrante p = u (2)

du 0z dp o+ , )
T oyl T (@:- 7))

1 ’ 1 ’

b Gk, G
w2z, P—2z,Q 2, P —2,Q

= f(z) para que exista el factor integrante

Integrando nos queda

p(z) =e P (1.10)

Ejemplo:

Del problema 1.k)
(5272 —4my—y)dm+ (3y—m2 —2m)dy:0
p=p(®—y?)

Calculamos s6lo el factor integrante:

2z -1
—2z—244x—1 — dz
f7€3+2m; dz e / 522 —4ay—y+22(3y—o2—2z)

p(z)=e"

2z—1
= ¢ Tt

2z—1
— ef (2e—1)(22—y) dz

1.3.7 Ecuaciones Diferenciales Lineales

Son lineales con respecto a la incognita ¢ y con respecto a su derivada:

y +p@)y=q() (1.11)

Donde p y ¢ son continuas en un dominio D. Tenemos varios métodos de resolucion de ecuaciones lineales.

Primer método: Método del factor integrante

P(z,y)dz +Q (z,y)dy =0— (p(x)y —q(z))dr +dy =0

De por si no es FDE, pero siempre podremos encontrar un factor integrante dependiente Gnicamente de la variable independiente:

’ ’

Py—Qe @)—
Yo dw:efwdx:efp(x)dw

p=p) =el
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Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por el factor integrante:

efp('l‘)dw (yl +p(m) y) =q (.Z') . efp(w T
~ _/_/

%(y-e}rp(w)dw) f(‘t)

Integrando con respecto a z:

)d

y - el P@)dz — /q(m) el P@dE gy 4 ¢

y la solucién general de la ecuacion diferencial lineal es

y = e Jr(@)de (c + /q (z) - e Pl2)de dx) (1.12)
Ejemplo:
Del problema 1.9)
dy_ _y
dr  ©+y?

yde — (z+y*)dy =0
No es FDE, lineal, homogénea, ...

Si le damos la vuelta a la ecuacién nos queda

dv  z+y® dz 1 )
_— = —)———,’L’:y
dy Yy dy 'y

Ya que ahora la incognitaes = = z (y), es lineal en z:

, ply)=—y
z +py)r=q(y) = A
q(y) =y*
y el factor integrante = 1 (y) nos queda
— e Jydy _ 2
py)=e ' v =
() ;
trasladado a la ecuacion:
La Ly _4(1),
y\dy y dy \' 'y
e integrando
1 2 3
m(y);:/ydy—kk: y—+k:>a:(y): y—+ky

Segundo método: Método de variacion de constante

Teniendo una solucién y, de la ecuacién homogéneay’ + p () y = 0y una particular yp de la completa y +p@)y=qx),

Y=Y+ Yp
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Esto se puede verificar facilmente:

Yo +p(2)yo =0

vy +p(@)yp = () }(yO‘}'yz))l+p($)(y0+yp)ZQ('r)_>y£)+p($)y0+y;+p(:v)yp

Para hallar yo, hay que resolver

Yy +p(:v)y=0—>—dm =—p(x)y
dy
— = —p(z)dz
y p ()

Integrando

lny:—/p(m)dm+lnc:>lny:—/p(;r)da:

Yo = c- e JP@)dz (1.13)
Y para hallar y,, teniendo la ecuacion completa

y +p(2)y=q()

la buscamos con el método de variacion de constante: la ¢ no es ahora una constante, sino que depende de la variable independi-
ente. Por tanto, ensayamos soluciones de la forma

gy = c(a) - e I7@)e

(es decir, la sustituimos en la Ecuacion Diferencial):
¢ (w) - e TP o (). e IPOW(p(2) 4p (@) - e (@) e TP =g ()
N ¥ 2 N _

y;, Yp

Operando queda

1

¢ (x) e IP@% = g (2) 5 c(z) = /q(:z:) el P@)de gy
Por tanto, la solucion general de la ecuacion lineal es
Y=yotyy = c-e-lPE | o= [ o) ./q (z) - e/ POz gy

= o Jr(@)dz (c + / q(z)- ol p(a)dz dm)

que es exactamente la misma que obtuvimos en el método anterior.

La constante que se obtiene al hallar ¢ (z) se agrupa con la de y, por lo que no es necesario explicitarla al integrar para obtener

c(x).

Ejemplo:

dr = 4
— =4y
dy y
Ecuacion lineal en z. La solucion general sera de la forma z = ¢ + x,,. Hallamos primero la solucién homogénea

Zo-.

d d d
T Y s hmr=lny+lnc

dy 'y w y
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To =c¢CY
Ahora hallamos la solucion particular

dz m_+ 2, W)
— =ty o, =c(y) -y
dy y ?

’

c (y)-y+0(y)=§C(y)-y+y2

2 2
' ) Y
= — = =
¢ (y) , Cy=e W) =3
Por lo que la solucion general es

Y3
x::xo+—xp::c~y+-2?

1.3.8 Ecuacion Diferencial Ordinaria de Bernouilli
Esta ecuacion tiene la siguiente forma

y +p@) y=q@) -y

donde n # 0 (seria lineal) y n # 1 (seria lineal homogénea). Tanto p () como ¢
cualquier valor entero.
Para resolverla, empezamos dividiendo por y ™:

'

%+p@»¢%=q@>

hacemos el cambio de variable y*~" = z (x) con lo que

o dz y’ 1
1— 1-n—1 =2 7 -
(1-n)y R Tl w

y llevado a la ecuacion diferencial:

S p(@) s =)

1

nos queda la siguiente ecuacion lineal en z
z+(1-n)-p)-z=(1-n) q()
que podremos resolver de alguna de las formas indicadas anteriormente.

Ejemplo:
Del problema 1.s)

yl—-%::xz y®
dividimos por y®:

y 1

ye o oay’

(z) son continuas en un dominio D. n es

’

z

(1.14)
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el cambioes z =y~ 7y & = —7y=%2¥ con lo que nos queda
z z ‘ ’ z .
R e e
7T =z T

Resolvemos la ecuacion lineal por el método del factor integrante:

p=p(z)=el 20 =47

227 + 7225 = —72°
N————’
& (zaT)
Por tanto

7

7 7
7 9 10 3 -
z-x' ==7 [ x’de = T H+ec=z= °+c-w
/ 10 10
y la solucién general de la ecuacion inicial es

7
y*7: —l—omg—f—c-m*

1.3.9 Ecuacioén Diferencial de Riccati

Esta ecuacion tiene la forma
v +p@)-y+r(@) -y’ =q(2)
Segun la forma de p, ¢ y r, tienen distintas formas de resolverse. Si se conoce una solucion particular y ,,
Yp+p (@) yp+7(2) Yk =q ()
y se hace el cambio
y=2z(x)+yp

con lo que se convierte en una ecuacioén de Bernouilli. \Veamoslo:

F o (p(e) +2r (2) ) 2= =2 1 ()

Para resolverla nos remitimos al apartado anterior.

Ejemplo:

| 1
y +y toy=—3
x x
es una ecuacion de Riccati. Podemos ver “a simple vista” una y ,,:

L2y T 1
yp yp myp - .1'2
buscando una de la forma =™, asi que sustituimos y, = z™ en la ecuacion diferencial:

na" ! + g 4 gt = g2
(n+1)a" ! + 22" =g~2

1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden http://www.telecos-malaga.com



1.4. Ecuaciones no resueltas con respecto a la derivada Carlos Garcia Argos - 19

Vemos que n = —1 la verifica, con lo que tenemos y, = % El cambio sera y = % + z:
1 .1, 2 1/1 1 ;3 , 2 3
-4z +=5+2+—z2z+—-|—-Fz2z)|=5 22z +-—2=-2"=> 5+ —=-1
x? x? T T \x z? T 22 zz
conelcambioh =z, (=1) 2 2.2z = h' () y lasolucién general es
T
—h +-h=-1
Zz
sin mas que deshacer los cambios de variables pertinentes. |

1.4 Ecuaciones no resueltas con respecto ala derivada

Ahora vamos a ver ecuaciones diferenciales en las que y ' no se pueda despejar. En este caso, el teorema de existencia y unicidad
cambia. La forma de estas ecuaciones es la implicita:

F (m,y,yl) =0

El caso méas simple que podemos tener es un polinomio de y ":

n—2

(v) +Pi(y) (y')n_1 +P @y (y) o+ Paa(@y)y + Pa(ay) =0

Este polinomio, en caso de que se pueda resolver, tendra n soluciones.

’

fi(z,y) = é1 (w,y,¢) =0
(z,y) = ¢2 (z,y,¢) =0
f3(z,y) = ¢3 (x,y,¢) =0

’

’

SCSSEES
I
el

y’ :fn (‘,L'7y) _>¢)n (.’L’,y,C) =0

Hay varios tipos de estas ecuaciones, que vamos a ver a continuacion.

1.4.1 F (y,y) =0
Hay tres casos segln se pueda despejar una u otra variable (o ninguna):
i) Se puede despejary': ¥ = g (y). Es el caso trivial, realmente si esta resuelta con respecto a la derivada:
Z—Z =g(y)—>/% =z+c
ii) Podemos despejar y: y = h (y) Se hace el cambioy’ = p, conloque y = h (p) y derivando con respecto a = queda
dy:h’ (p)dp—>p-dx:h’ (p)dp — #dp:dm

La solucién en forma paramétrica es

(1.15)
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iii) No se pueden despejar y ni y' o se despejan con dificultad. En este caso hacemos

v =p=h(t) /F(g(w,h(t»:o

y=g()
Si derivamos y = ¢ (t) con respecto a = nos queda dy = g (t)dt, porloquedy = h(t)dz = g (t) dt. Por tanto,
g (1)
dx = =—2dt
S0

y la solucién en paramétricas es

Ejemplo:
Del problema 12.j)

. " 2/3
i+ (y) =1
En este caso, podemos despejar y y nos queda la expresion

y = (1 - y2/3)

3/2

Sin embargo, la integral
dy

de = ——————
(1 . y2/3)3/2

es bastante complicada de hacer, por lo que usamos el caso 3 que vimos antes. La ecuacion y2/3 + z2/3 =1
corresponde a una astroide, facilmente parametrizable:

' = sen®
z_—czz)sgtsen t /0052t+sen2t:1

2
. cos”t
dy = —3sent cos® tdt = sen® tdx = do = —3 dt

sen?t

por lo que su solucién en paramétricas es

z=—3[tg4c

sen? ¢

y = cos> t

1.42 F(z,y) =0
i) Elcasotrivial,y' = f(z) =y = [ f(z)dx +c
ii) Sise puede despejarz, x = g (y) hacemos el cambioy' = p, conlo que = = ¢ (p) y derivando con respecto a x:

! dy !
de =g (p)dPZ;%dyng (p) dp

con lo que su solucion general en paramétricas es
y=[pg p)dp+c

z=g(p)

(1.16)

(1.17)
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iii) Si no se pueden despejar z ni y', tenemos el tercer caso del tipo anterior, con lo que volvemos a parametrizar:

v =h(1 _
nhO Fh0.a@) =0

y hacemos lo mismo que en el caso anterior.

1.43 F(z,y,y) =0

z=f (yy)

Si hacemos el cambioy’ = p

y=g (wy)

1.4.4 Ecuacién de Lagrange
Esta ecuacion es de la forma

s (0) -5 ()
Se hace el cambio y' = p, con lo que la ecuacién queda

y=zg(p) +¥(p)
y si derivamos con respecto a z,

’ 1 d ! d
y =g(p) +zg (p)£+‘1’ pL=p

Si agrupamos términos tenemos la expresion
y dividiendo por 22

se obtiene una ecuacion lineal en x:

Cuya solucion general es

{ = ¢ (p,c)
y=u1z9(p) +¥(p)

Si tuviéramos g—;’ = 0, podriamos perder soluciones del tipo p — g (p) = 0 que verifican la ecuacion diferencial.

1.4.5 Ecuacioén de Clairaut

Es un caso particular de la ecuacion de Lagrange en el que g (p) = p (v =g (y')):

y=uzy +‘I’(y)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)
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Hacemos como siempre el cambio ' = p y tenemos

y=zp+¥(p)
y volvemos a derivar con respecto a « para obtener
dp / dp
= r—+ U —
p=pta+¥ (p) -

que reagrupando términos se convierte en

dx

de %{m+w1m:o
y=x-p+¥(p)

En esta solucion hay dos términos:

1. Solucion general: es una familia de rectas

2. Solucion singular: no esta incluida en la general, sino que es su envolvente

@:Oﬁ[iz;w+ww)h”

|

Sélo en la ecuacion de Clairaut la soluciéon singular coincide con la envolvente de la solucion general.

> Definicion. Envolvente: dada una familia de curvas ¢ (z,y,¢) = 0, la envolvente a esta familia de curvas se determina

resolviendo el sistema
¢ (x,y,c) =0

09(z,y,c) _
dc =0

que se conoce como curva c-discriminante. Eliminando ¢ del sistema se obtiene

¢ (z,y) =0

(1.22)

Estas funciones a veces, aparte de envolventes, determinan lugares geométricos de puntos maltiples.

> §j 2wy 8‘7’(;”;“) no son simultaneamente nulas y ambas estan acotadas V (, y) /¢ (z, y) = 0, entonces ¢ (z,y) = 0
determina la envolvente, no soluciones multiples (condicion necesaria, no suficiente).

Ejemplo:
Tenemos la ecuacion de Clairaut:

y—.’L’C—\I’(C) :(z)(.’L',y,C)

Al hacer las derivadas parciales obtenemos

Ejemplo:

’ 1 2
y=y — (y )
Sin necesidad de hacer nada, tenemos la solucién general:

y = xc— ¢
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y la familia de curvas es
é(z,y,¢c)=y—zc+c*=0
Si vemos las derivadas parciales
= = —C
9 =140
Ambas estan acotadas, por lo que podemos determinar la envolvente:
y=xc—c - 0=x—2c

y despejando de la segunda c = 7:

es nuestra envolvente.
Resolviendo la ecuacion haciendo el cambio y' = p

y=ap—p’ >y =p=p+r- - —2p—
dx dx

Se obtienen 2 soluciones:

que es la solucion general, y

Eliminamos p: p = ¢

Es solucién porque verifica la ecuacién diferencial, pero no es particular porque no esta incluida en la solucién
general. [ |

1.4.6 Teorema de Existenciay Unicidad

Recordando el teorema de Existencia y Unicidad que vimos anteriormente:

! { Z(;))fimyi/) D ={(z,y)/ |z = xo| < a; |y —yo| <b;a,b>0}

a) Si f es continuaen D, (1) tiene solucién.

b) Si, ademas, Hf,:, (z,y) continua en D, entonces existe una unica solucion de (1).

Ambas son condiciones suficientes.
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Para ecuaciones no resueltas con respecto a la derivada tomamos el problema de Cauchy (I1):
[ { F (o) =0
y (o) = 9o

Existe una Unica solucién y = y (z) parazg — h < x < xo + h, con h suficientemente pequefio, de (I1) si en un
entorno N (mo, Yo, yo) cerrado donde y, = 4’ (z0) y F (mo, Yo, yé)) = 0, se verifican las siguientes condiciones:

a) F' es continua con respecto a todos sus argumentos.

b) Existe

gf, y es distinto de cero.

c) Existe %—5 y esta acotada.

Son también condiciones suficientes.

oOF
y’

Una pequefia observacion al respecto: Si F' es continua y existe # 0, por el teorema de la funcién implicita, existe una

funcién g continuatal quey’ = g (z,y). Al verificarse c)

OF OFdg
oy Togay "
g 5y
- oOF
Jy o

El cociente estd acotado, por tanto, como existe g; y estd acotada, por el teorema de Existencia y Unicidad para (l), existe
solucion dnica.

1.5 Soluciones singulares
Primero definimos el conjunto singular. Por definicion, el conjunto singular va a ser el conjunto de puntos (z, y) donde se viola
la unicidad de la solucion:

Cs = {(z,y) /se viola alguna de las condiciones del TEU}

Por cada punto en que se viola, tenemos diferentes soluciones que pasan por un mismo punto y con diferente pendiente.

Para (1), en problemas practicos, normalmente se verifican a) y c), ya que casi siempre trabajaremos con polinomios. Asi, las
posibles soluciones singulares se hallan de la violacion de la hipétesis b):

F (m,y,yl) =0

2 (w,y,y') =0
se obtiene la curva p-discriminante
F(z,y,p) =0

8 (z,y,p) =0

y eliminando p se obtiene una curva de la siguiente forma, con varias ramas posibles:
¢(z,y)=0
y se comprueba que verifican la ecuacidn diferencial (si no la verifican, no son soluciones singulares, obviamente).

Que la verifiquen no significa que sean soluciones singulares, ya que las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad son
suficientes. Por tanto, tendremos que ver si violan o no la unicidad, esto es, si estan dentro de la solucién general, en cuyo caso
no violan la unicidad.
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Ejemplo:
y =2zy — (y)2

’ 1 2 1
y—2ry + (y) ZF(w,y,y) =0
Busquemos las soluciones singulares:
En primer lugar, tenemos la curva p-discriminante,
y—2xp+p’ =0
—2x+2p=0—-p==x
Y laramaes

y =2z> —z° =2°

por lo que las posibles soluciones singulares estan en y = 2.
Comprobamos si es solucion de la ecuacion diferencial,

a® =225 — (20)° =0

por lo que no es solucion, luego no puede ser solucién singular. |

Ejemplo:
Del problema 12.m)

Hallar las soluciones singulares:
Obtenemos la curva p-discriminante
4.2 8 3
Yy—x—gp°+5:p° =0

p=1

8 24,2 __

Para p = 0 obtenemos y = x que es nuestrarama 1, y para p = 1 tenemos

Lot 844
T AT A Y
que es la rama 2.

Comprobamos si verifican la ecuacion diferencial:

4 8 4
no la verifica, mientras que
L A4 4 8 4
YEET g T T 9 ar T ot
si que la verifica. Por tanto,
—a:+i
Y=ET o7

es una posible solucién singular. Nos queda verificar si se viola la unicidad de la solucién. Para ello, hallemos la
solucidn general.
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hacemos el cambioy’ = p

derivando

4 8 o\dp 8 dp
—1=(22p— —3p2) £ = Zp(1 —p) =
p ( p 3p>dm 9p( P

Si dividimos por p — 1 (perdemos la solucién p = 1, y con ella la posible solucion singular, pero si no fuese p — 1
no se violaria la unicidad de la solucion y no seria solucidn singular)

8 8 .
dx:—gpdp%x—i—c:——p—:__p

con lo que la solucion general en paramétricas es

{w+c: 5
y—z= 50— 5p’

Eliminando p

y—c:(c+:1:)3/2

es la solucion general. Como no se puede obtener ninguna recta a partir de ella, la solucion

L
=X —
Y 27

es una solucién singular. [ ]

1.6 Aplicaciones

Como aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden vamos a ver Gnicamente las trayectorias.

1.6.1 Trayectorias isogonales y ortogonales en coordenadas cartesianas

> Dada una familia de curvas ¢ (z,y, ¢) = 0, se llama trayectoria a otra familia de curvas que corta a la otra familia con el
mismo angulo.

Se llaman trayectorias isogonales, que las cortan con un angulo w. Podemos ver en la figura 1.1 las trayectorias isogonales a
una recta que forman un angulo w con la misma.

Por otro lado, en la figura 1.2 vemos una trayectoria isogonal con dngulo w a una curva genérica de ¢ (z,y, ¢) = 0 donde:

> tga =y eslapendiente a la curva genérica,
> tg8 =Y eslapendiente a una curva de la trayectoria isogonal y

> [ =w+a.
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774

Figura 1.1: Trayectorias isogonales a una recta horizontal

\J

™~

Curva genérica de ¢ &y c)=0

Trayectoria isogonal
o

\/

Figura 1.2: Trayectoria isogonal a una curva genérica en un punto

¢ (z,y,c) = 0 es solucion de cierta ecuacion diferencial F (x, Y, y') = 0y la curva de la trayectoria isogonal lo sera de una

ecuacion diferencial F (m,y,Y') =0.

por tanto,

tg B —tgw

donde w es conocido. Despejando Y se obtiene

r Y’—tgw
4 C14Y tgw
y o tBety
tgw-y —1

Hay que hallar por tanto la solucién de la ecuacion diferencial

e, 8oty \_
7y7 tgwy'—l -

para obtener las trayectorias isogonales.

Muchas veces se nos pediran las trayectorias ortogonales, para las que w = % por lo que la ecuacion diferencial a resolver es

Ejemplo:

1
F (%y,--,) =0
Y
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Del problema 13.a)
Hallar la trayectoria ortogonal a la familia 2 + y? — 2ax = 0. Son circunferencias centradas en el eje OX.
En primer lugar, hallamos la ecuacion diferencial de la que es solucién dicha familia

2.’L’+2I —20,:0 . . ’
mz+y%2am:0 }m2+y2=m(2m+2yy)
Por tanto

L —a? oy
T 2xy

Para obtener las trayectorias ortogonales la ecuacion diferencial es

, 1 _ 2 2
y - L _rH4y
( 2zy
La resolvemos
r 2y 2%
y = —y2+x2 - 1_ 2)2
x

. ; _y ' !
es homogenea por lo que hacemos el cambio z = £ — y = 2 + 2 y queda

z+mz’—2—z—>mzl—z+23—>ﬂdz—d—m
T1—22 T 1—22 z2—23 oz
A B
/<—+ §+C>dz:1nm+lncl
z 22 +1
Hallando las constantes A, By C
z=0=>A=1
1-22=A(z*+1)+2(Bz+C) > 22_10:}2:Z(BZ+C):_B+ZC
B=-2

1 -2 .
/ (; + P +Z1> dz=Inz—1In (zz +1) =lnz+Inc

Agrupando términos

y deshaciendo el cambio

que son circunferencias centradas en el eje OY. |

Ejemplo:
Del problema 13.d)

2 2
2 2)2 2(T° Y
7+ =a° | 5—
( Y ) (xz T y2>
Calculamos su ecuacién diferencial

2 (m2 + 2) (227 +2 I) =q2 (23: _ 2yy’) (m2 * y2) _ (m2 B y2) (23: + 2y1y)
! S (e + )’
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Esta ecuacion diferencial es bastante complicada de la forma normal, asi que lo méas razonable es hacer un cambio a
coordenadas polares

x = pcosh
y = psend
con lo que la ecuacion queda
5 p* (cos? @ — sen? 6 . .
ot :az/) ( 5 ) =a® ((zosze—sen2 9) = a® cos 260

p

Sin embargo, las trayectorias ortogonales no se calculan de la misma forma para las coordenadas polares (lo cual
parece logico), asi que antes nos detendremos a ver cdmo calcularlas. |

1.6.2 Trayectorias ortogonales en coordenadas polares

Dada la familia G (8, p () ,¢) = 0, para hallar su trayectoria ortogonal:

A- Hallar la ecuacion diferencial de la que es solucion G (8, p (6) , ¢) = 0:

d
R R ,
F(0,p.0) =0
G(8,p(8),0)=0

B- Resolver F' (6, p, A) = 0, para lo cual primero tenemos que ver qué es A. Vamos a ello pues:

p: — A

y ==
Haciendo uso de los cambios a polares:

x = pcosh

y = psend

calculamos ¢’

J = dx dpsen 6 + p cos 6db { cos@d@} _ p tgh+p

T dy  dpcosf+p(—send)dd " cosfd [ T p —ptgh
Despejamos p'
y (p' —ptg9) =ptgh+p—p (y —tg9) =y ptgh+p
_yptgdtp
y —tgh

Usamos la expresion de ¢y que hemos encontrado antes y hacemos y' — —yl—, para obtener A

_1 _ P —ptgd 9)
A—p+( y,)ptg@ _f ptge(p'tgﬂp
=—¥s - i
—= —tgb _p—ptgh
Y & o tg0+p tef

pp 180+ p* — pp tg b + p*tg> 0
—p +ptgd —p tg>0 — ptgh
p? (1+tg?0) P

—p' (1+1tg>0) P

’
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Por tanto
A=_ (1.23)

Y la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales en coordenadas polares es

2
F <07p7_p_/) =0
14

Ejemplo:

Continuamos el ejemplo anterior.

pt = a®cos 26
derivando con respecto a 8

4p°p = a® (—2sen 26)

4

despejamos a de la primera: a? = —£-- y lo metemos en la segunda

cos 26

4
sen 26

43 ’:_2 14
PP cos 20

r sen 260
p = '02(:0529

2
Hacemos A = —Z—, con lo que

p psen 26

p 2cos26

es la ecuaciodn diferencial de las trayectorias ortogonales. La ventaja de usar coordenadas polares es que casi siempre
obtenemos ecuaciones diferenciales de variables separadas:

2
0520 19 = %2 3 1 (sen26) = In p+ Inc
sen 26 p

por lo que la ecuacion de las trayectorias ortogonales en polares es

pc = sen 20

Ejemplo:
Vamos a repetir el problema 13.a) en coordenadas polares.

22 4+9y% —2azx =0
p* =2apcosf — p=2acosb

/_dp_

p=-5= —2asenf

Por lo que

, p

= — 0
p cos Set
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1.6. Aplicaciones

Entonces,

Asi que la ecuacion diferencial queda

Resolviendo la ecuacion

y ordenando

es la familia de circunferencias centradas en el eje OY que obtuvimos antes, en coordenadas polares.

In(senf) +lnc=1Inp

p = csenf

http://www.telecos-malaga.com
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— TEMA 2
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de

Orden Superior

En la mayoria de aplicaciones practicas nos vamos a encontrar con ecuaciones diferenciales de segundo orden, por lo que les
daremos una especial importancia en este tema.

2.1 Definicidn

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden rn es una relacion funcional del tipo

F(m,y,yl,... ,y(")) =0

y"=f (w,y,y ,y‘”*”)
Cuya solucién general es de la forma

(z)(ﬂj,y(ﬂj),Cl,Cz,... ,Cn) =0

y:g(x,cl,cz,... 7Cn)

donde tanto ¢ como g tienen que ser n veces diferenciables.

Problema de Valor Inicial

I{ y™ = f (:vyy ,y("‘”)
y (@0) = 90,9 (@0) = Yo, ..,y (x0) = "

(n

Donde y (z0) = y0,¥ (20) =Yg, --- , ¥V (z0) =y ~Y son las condiciones iniciales del problema. Si tuviéramos diferentes
puntos x para cada derivada en lugar de condiciones iniciales se las Ilamaria condiciones de contorno.

2.2 Teorema de Existenciay Unicidad

Sea f : D c R™" — R donde D es cerrado, acotado y que contenga las condiciones iniciales:

> Si f es continua en D, entonces el problema (1) tiene solucién.

> Si f escontinuaen D, y existen g—?’;, g;, S % y son continuas en D, entonces el problema (1) tiene solucion Gnica.

32
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2.3 Reduccioén del orden de una ecuacion diferencial

Tenemos varios casos en funcion de la forma de la ecuacién diferencial.

2.3.1 y™ = f ()

Este caso es el trivial, en el que la solucion se obtiene integrando n veces la funcion f (x):

y://.../f(x)dx

Ejemplo:

"

Yy = 0 4 senx
integramos
1 ,’I,'G
Yy = — —cosT+cp
6
y volvemos a integrar

7

y:%—senx—}—clx—}—@

esto es la solucion general que por ser la de una ecuacion de segundo orden tiene 2 constantes arbitrarias.

232 F (x,y(k),y(k“), - ,y(”)) =0
En este caso la primera derivada que aparece es la de orden &. Con el siguiente cambio

d*y
el orden se reducean — k

'

F(m,p(m),p (z),... ,pnh) (m)) =0

Ejemplo:

"

es una ecuacion de orden 6, pero no apareceny,y ,y .y ,y'V. El cambioes yV = p(z) — yV! = p (z) con lo

que la ecuacion queda

que es de variables separadas

d
= ?:1: —lnp(z)=lnz+Inc¢

14
plz)=caz=y
Ahora tenemos una del primer tipo, con lo que podemos integrar 5 veces para obtener la solucion general final:

C1 C2 C3 [
Yy = axG + Ix‘l—}— 5:1:3 + gxz—}—cw—}—c@
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233 F (y,y', . ,y(”)) =0

Es decir, que no aparece la variable independiente. En este caso podemos transformar la ecuacion diferencial en otra cuya
variable independiente sea y.

y con este cambio se reduce en un orden la ecuacion.

Ejemplo:

hacemos el cambio

que como es de variables separadas se resuelve facilmente:

In(p(y)) =—-Iny+1lnc; = py) = a

Deshaciendo el cambio nos queda

e integrando la funcién queda

ydy = cpdx = % =T+ c

234 F (x,y,y', . ,y(”)) =0

En este caso aparecen todas las variables (dependientes e independientes), pero el primer miembro puede expresarse como

di: (¢ (x,y,yl,... ,y(n—l))) —0

Por lo que

(b(m,y,y PRI 7y(n71)) =C
y se reduce el ordenan — 1.
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Ejemplo:

yy + (3/)2 =0

Se puede observar que la ecuacion es posible expresarla como

i () =0

con lo que

1 y2
Yy :clz>3201.'1,’+02

A veces es necesario multiplicar por un factor (integrante) para poder expresar F' como j—"’:
€T

Jn (il?:yay’a--- ,y(n_l)) / u(m,y,yl,... ,y("_l)) ~F(x,y,yl,... ,y(n)) -0

= % (G (w,y,y’,... ,y("_l))) =0

Ejemplo:
Multiplicamos por p = ;—2 y nos queda

Ojo, porque podriamos perder soluciones, en este caso y = 0. Ahora es trivial que se puede expresar como
d 1
4 (y_) =0
dx \ y

L =c >lny=cx+Inc
Yy

y la solucién es

1

por lo que queda
y=cyer”
Observamos que para la solucién y = 0 no tendriamos ningln problema ya que esté incluida en la general haciendo

02:0. [ |

A veces al multiplicar por u podemos afiadir soluciones superfluas.
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235 F (z.y,y,...,y™) =0homogénea
Cuando la relacién funcional es homogénea con respecto a y y sus derivadas (no con respecto a z), de grado p:
F (:v,)\y,)\y’,... ,)\y(”)) =N.F (x,y,yl,... ,y(”)) =0
Y para reducir el orden en una unidad se hace el cambio
y = el =t
con z = z (z).
y’ =z-ef¥ =y .,
y =y z4y-2=y-224y-2
y =y 224222 y+y-z +y -2 =y :y(z3+3z-zl +z”)
y =y.g (z,z’,z”, . ,z(”*l))

Incluyendo esto en la ecuacion diferencial:

O:F(m,y,yz,y(z2+zl) ,y(z3+3zzl +z”) Yo ,y-g(z,zl,... ,z(”’l))) :y”-F(m,l,z,z2+z’,...)

Ejemplo:

" I 2
vy — (y ) = 6y
La resolvemos de la forma que vimos anteriormente

1 12
yy—(y) d ' ' )
A R 7 IR TR S
y? de \ y Y

d .
YW _ (3272 —f—cl) der — lny = 22+ cx+lne

y la solucion general es

3
y=co ew +ciz

Si lo hacemos de la forma que acabamos de ver, con respectoay, y ey la ecuacion es homogénea:
r r 2 2 2 I ’ 2 2
Ay}\y—(ky) —6z(Ay)" = A yy—(y) —6zy” ) =0

Hacemos el cambio y = e/ #4*

Yy (z2 +z’) —y?2? = 6ay® — 2242 — 2% =6z > dz = 6ads

z=32%+ ¢

deshaciendo el cambio

’

z:y—:3x2+c1

que es a lo mismo que llegamos antes, por lo que nuestra solucién general es

3
y =y ez +ciz
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2.4 Ecuacion Diferencial Lineal de Orden n

Recordemos que la ecuacion diferencial lineal de orden 1 era
v +p(@)y=q(x)
y es lineal en y.
> Definicion: ecuacion linealeny, y', ..., y"=1:
ao () y™ + a1 (@) y""Y + ..+ an_1 (@) y’ +ay (v)y =g (x)
ao (z) # 0, Vz € [a,b].

Veamos las condiciones de existencia de solucién:

g™ = _a (z) (n—1) _ @2 (z) (n-2) _  _ On-1
ao (z) ao (z) ao ()

es decir,
b; () = — ((z; i=1:n
U (z) = L,
Ya tenemos la ecuacion diferencial en la formay () = f (m,y,y', . ,y(”*l)). Para que sea continua, deben serlo los sumandos

b; (z), asi que para que exista solucion de la ecuacion lineal, basta con que los a ; (x) y g (z) sean continuos (ya que hemos exigido
que ao (x) # 0 enun intervalo [a, b]).

A esta forma de la ecuacién se la llama ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables; hay ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes, en las que a; () = ¢;, Y que veremos més adelante.

2.4.1 Teorema de existenciay unicidad

y™ =by (2)y " + by (@) y "D 4+ by (2) Y+ b () y + T (2)

Y (20) = y0; ¥ (#0) = Yoi -, "V (20) = y" Y
Si existen
%:bn(:v) g—;,:bn_l(x) %:bl (ll?)

y son continuas, y ¥ (z) es continua, entonces existe una unica solucion de la ecuacidn diferencial lineal.

2.4.2 Operador L

Definimos el operador L. como
L=uag(z)-D"+ay(z) - D" '+ ...+ an_1(x) D+ ay ()
donde
dk
Dk = —
dz*

por lo que se puede escribir la ecuacién diferencial lineal como
L(y) = ap () - D"y + a1 (z) - D"y +... + ap1(z) - Dy +ay (z) -y

L(y)=g(=)

Sig(z) = 0aL(y) = 0 se lallama ecuacion diferencial lineal homogénea. Es siempre homogénea de grado 1 y podemos
reducir su orden en 1 unidad.
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Propiedad del operador L

> Es lineal:
@) L(a-y)=a-L(y)
b) L (y1 +y2) =L (y1) + L (y2)

Corolario. Sitenemos una suma finita de constantes arbitrarias c¢; por y;,

k
L (ZQ%) =L(ciyr +caye +...+ceyr) = {b}
L(ciy1) + L(c2y2) +...+ L(ckyr) = {a}
k
clL(y1)+ch (y2)+...+ckL(yk) = ZCzL(yl)

2.4.3 Teoremas relativos a las soluciones de L (y) =0

Teorema 2.1. Dado L (y) =0, a; € C ([a,b]) Vi=1:n,

a) Siy essolucionde L (y) = 0, entonces ¢ - y también es soluciénde L (y) =0

b) Siy; e y» son soluciones de L (y) = 0, entonces la suma y; + y» también lo es

Demostracion. Usando la propiedad de linealidad del operador L,

a) L(c-y)=c-L(y) =0 =y essolucion=c - y también

b) L(y1 +y2) =L (y1) + L (y2) = 0 se ve de la misma forma

Corolario. Sitenemos un numero finito de soluciones, y1,ys, ... ,yr de L (y) = 0, entonces
k
Z Ci*Yi
i=1
es solucionde L (y) = 0.

2.4.4 \WWronskiano

Dadas n funciones {y; (z)} n — 1 veces diferenciables en [a, b], se denota el Wronskiano de ese conjunto de funciones

como e
v () y2 () yn ()
W @ @ @) =W =| D 2 ) Y
W @) @) . b (@)

Con este determinante se estudia la dependencia e independencia lineal de las soluciones.

Teorema 2.2. Dado el conjunto {y; (z)} n — 1 veces diferenciables y linealmente dependientes, entonces

i=1:n’

W(z)=0
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Demostracion. Partiendo de que {y; (z)}
todas nulas tales que

son linealmente dependientes, entonces existen constantes «y, a, . . . ,a;, NO

i=1l:n

a1y +anys + ... +apy, =0

Si derivamos sucesivamente esta expresion:

1

oqyl1 (z) + agy; () + ...+ apy, () =0

oy (@) + a0y @)+ + Y () = 0

es un sistema de ecuaciones homogéneo y tiene solucion no trivial, luego el determinante del sistema es nulo. O

Teorema 2.3. Si tenemos {y; (<)},_,.,,, n — 1 veces diferenciables que son linealmente independientes, y soluciones particu-
lares de L (y) = 0 cona; € C* ([a, b]), entonces

W(z) #0 Vz € [a,b]

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe algin z o € [a, b] /W (zo) = 0.
¢Es posible que existan «;, i = 1 : n no todos nulos tales que ocurra lo que en el teorema anterior? Pues si...

Por hipdtesis, las {y; (z)} son soluciones de L (y) = 0. Por el corolario anterior tenemos que

i=1:n

y* (z0) = Y.y @; - y; (zo) tambien es solucionde L (y) =0

y* (z0) =0
y* (x0) = a1y, (x0) + a2yy (10) +... =0
v (x0) = anyy (o) +...=0

L y*(nfl) (-Z'O) =0

Conclusién: y* es solucidn del problema de Cauchy:

L(y)=0
y(z0) =0

y (z0) =0

y(nfl) (-TO) =0

y = 0 también es solucion de este problema. Sin embargo, la solucién es Unica para este problema de valor inicial, por tanto
y* = 0conloque {y; (z)},_,., son linealmente dependientes Vx € [a, b] y el punto de partida es falso. O

Ejemplo:
senz - y!V — 322y +4cosz-y=0
y(zo) =yo =0

" 1"

y (zo) =yo =0
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Sistema fundamental de soluciones

Dadas {y; (x)},_,., linealmente independientes y soluciones de la ecuacion lineal homogénea L (y) = 0, cona; € C ([a, b)), se
las llama sistema fundamental de soluciones.

Teorema 2.4. Dado un sistema fundamental de soluciones para L (y) = 0 (con a; continuas en [a, b]), entonces la solucion
general de la ecuacion lineal homogénea L (y) = 0 es la combinacion lineal de dichas soluciones:

n
Yo = cryr () + caya (¥) + ... + Cuyn (1) = Z ciyi (x)
i=1

Demostracion. Si {y; (z)},_,.,, son soluciones de L (y) = 0, sabemos que > ., ¢;y; (z) es solucién de la ecuacion. Las
condiciones iniciales son

Vo € [a, b]
y (x0) = yo

y (zo) = Yo

y ™D (zg) = y§"

y se puede escribir el Wronskiano

c1y1 (o) + c2y2 (20) + -+ + cayn (20) = Yo
c1yy (To) + c2ys (o) + - - + cnyy, (To) = Yo

cly§n_1) (zo) + czyén_l) (o) + ...+ cnyén_l) (o) = y(()n_l)

por lo que quedan determinados todos los ¢; cualesquiera que sean las condiciones iniciales.
O

Teorema 2.5. Dado L (y) = g (z) conlos a;, g (x) € C ([a,b]), Si yo es solucion general de L (y) = 0y tenemos una solucion
particular de la ecuacion completa L (y) = g (z), § = y,, entonces

Y=Y +y

es la solucion general de la ecuacion completa L (y) = g (z).

2.4.5 Método para reducir el orden de una ecuacion lineal completa

Tenemos una ecuacion diferencial lineal

Para simplificar, vamos a tomar L (y) de orden 2, ya que se hace de la misma forma para orden n.

L(y) = ao (ﬂf)y” +ay (z) yl +az(z)y = g(x)

Si se conoce una solucidn particular de la ecuacion homogénea, y ,,, con el cambio

y:yp-/zdm

con z = z (x), la ecuacion se reduce de orden y sigue siendo lineal:

y =y, [zde+yp- 2

"

y :y;-fzdx+2y;,-z+yp-2’
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=0

A\

/zdm ap () y; + a (2) y;) +az(x)yp | + a1 (z)ypz + ao (x) (Zy;)z + ypzl) =g (z)

con lo que la ecuacion que queda es

(a1 (@) yp + 2a0 (x) y;,) z + ag (z) ypzl =g ()
que es lineal en z.
Ejemplo:
Del problema 18.1)

(1+.CL'2) y” —2my’ +2y =2

Yp = |
Comprobamos la solucion

(1+2%)2-20-20+2(2° - 1) =2-2+422% +22° —42° =0

ao (z) =1+ 22
ay (z) = -2z
as (r) =2

con lo que la nueva ecuacién diferencial es
(1+2?) (2?2 -1)2 + (21 +2?) -2 (22 —1)-2) 2 =2

lineal en z. [ ]

2.5 Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes

a; € K Vi=1:n

La ecuacion es

aoy™ + a1y + .+ a1y +any =g ()
En este caso, basta con que g (z) sea continua para que exista solucién tnica al PVI. Expresado con el operador L

(aoD” +a D" '+, . +a, 1D+ an) y=g(x)
Es un polinomioen D: P (D)y = g (z).
La solucidn general es

y=yo+y

Se define el poliniomio caracteristico (solo aplicable con ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes) asociado
a la ecuacion diferencial lineal:

P(r)=aor" +air™ ' + ...+ an_1r +an
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2.5.1 Soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes

Vamos a buscar soluciones a la ecuacion P (D) y = 0 de la forma e "*:

P(D)e™ =0

P(D)e™ = (agD"+aD" '+ .. +apn_1D+ay) e
= agr” e +ar™ e 4.+ apn_ir e +a, ™
= ¢™P(r)=0&P(r)=0
Por tanto, la condicion necesaria y suficiente para que e"® sea solucion de P (D)y = 0 es que P (r) = 0.

El polinomio caracteristico tendra n raices (simples, maltiples, reales o complejas), y segun el tipo de raices hay 4 casos que
vamos a ver a continuacion.

P (r) admite raices reales simples

En este caso, las raices de P (r) = 0sonry,rs,... ,m, € R, conr; # r; Vi # j. Portanto las e™*, i = 1 : n, son soluciones
de la ecuacion diferencial lineal homogénea.

Si esas funciones son linealmente independientes, entonces forman un sistema fundamental de soluciones y la solucién general
es

y=c et e™+.. . +cpem”

Veamos que son linealmente independientes:

e® e"2® .. e™®
rye’?® ro 2% . rp et
W (z) = .
—1 —1 _
7“? erlz ’I“;L erzz TZ 1 ernz
1 1 1
1 2 n
— e’[‘l.l} . e’[‘2.13 e’[‘n.I} . # O
n—1 n—1 n—1
51 L) n

El Gltimo determinante es el determinante de Wandermonde, que siempre es distinto de cero y las exponenciales siempre son
distintas de cero.

Ejemplo:

El polinomio caracteristico es
P(D)=D*-D
rn=0—e""=1

(D) -D)y=0—-P(r)=r’—r=0=S ry=1-e"=¢"
rg=—1—em%=¢7"%

por lo que la solucion general es

y=c1+ce®+cze
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P (r) admite raices simples, siendo algunas complejas

Raices complejas:

ry =841t
ro =8 —1t

son solucion de P (r) = 0. En la expresion de la solucion general aparecerd, por cada par de raices complejas conjugadas:
A3tz LB (=T — 5% (¢ costa + ¢y sen tx)
Veamoslo detenidamente:

Atz LB els—i)e — 4 52 oitt L B 5% o=i2  — 57 (A (costx + isentz) + B (costz — isentzx))
= e ((A+ B)costr +i(A— B)sentr)

= €% (¢ costx + ¢ sentx)

Ejemplo:

y”+2y:0

PD)y=(D*+2)y=0
Resolvemos el polinomio caracteristico

2 _ 7‘1:\/52'
P(ry=r +2—0:>{ Py = /2

y la solucion general es

y = €% (¢1 costx + ca sentx) = ¢ cos V2x + ¢o sen v/2z

P (r) admite raices reales multiples

Tenemos una raiz r con orden de multiplicidad 4, para la cual hay h constantes arbitrarias. La estructura de la solucién general
para esa raiz r es

e Qo1 (x) = €™ (c1 + c2x + ...+ cpa™™h)
y el sistema de soluciones es
{erz7m e ,m'“l erw}
Antes de demostrar que es un sistema fundamental de soluciones, tenemos que ver un lema previo:

Lema. Si f (z) es una funcion infinitamente derivable, se puede demostrar que

(D —7)" (e f (x)) = €™ D" f (x)

Demostracion. Tenemos que demostrar
(D=s)" (e f () =(D—s+71)" f(x)

y lo haremos por induccion sobre k:
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Empezamos por k =1

(D=r) (e f (@) = Defla)—re f(a)
= re f(zx)+e" Df () —re™ f(z)
= e Df ()

Supongamos que es cierto para k = n — 1, es decir que se cumple
(D—r)""" (e f(2)) = e D" f (w)
asi que lo vemos para k = n

(D=r)" (" f(x)) = (D=r)(D=r)""" (e f(2))
= (D-r) (e D" f ()
= re™ D" f(x)+ e D f(x) —re D" f ()

Con lo que queda demostrado. O

Si lo llevamos a nuestro caso,

P(D)(ea') = G(D)(D-r)" (e ah)
= G(D)e™ D"a!

_ 0 I<h
B #0 1>h
donde el grado de G (D) es n — h. Por tanto, aparece un sistema de soluciones

{em ml}l:o:hfl

Comprobamos que ese sistema es linealmente independiente:

ai e tasz e+ . apt" e =0 = (a1 + o+ ...+ ahthl) =0

= a1+a2m+...+ahmh_120
= ;=0 Ve=1:h

Ejemplo:
Del problema 22.d)

yIV _ yll! . 3y!l + 5yl _ 2y — 0
P(D)y=0
(D*—D?-3D>+5D -2)y =0
El polinomio caracteristico es

Pt =32 4 5r—2=0

Resolvemos la ecuacion:

1 -1 3 5 -2
1 1 0 -3 2
1 0 3 2 O
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0
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El sistema fundamental es
{e*“, e” x e’ 2 ez}
por lo que la solucion general es

y=cre 2% 4e" (cz + 32 + 04272)

P (r) admite raices complejas multiples

Tenemos las raices 1 y r» complejas conjugadas multiples de multiplicidad &

ri =s+1t
Ty =8 — it

La solucién general debida a estas raices tiene la forma
e®® (P—1 (z) coste + Qp—1 (x) sentx)

Conteniendo los polinomios Py @ las constantes arbitrarias.

En caso de que no se encuentren raices reales ni complejas, hay que resolver la ecuacion por métodos numéricos.

Ejemplo:
Del problema 22.e)

'V + 4y” + 4y = xsen 2x
La solucidn general sera de la forma
Y=Y +y
Vamos a calcular inicamente la solucion homogénea, y:

gV dy +ay=0

(D*+4D* +4)y =0
P(ry=rt+4? +4= (r2+2)2: (r+\/§i)2(r—\/§i)2

r=v2 k=2
7“2:—\/51' k=2

Y la solucién queda

yo = €% ((clm + ¢g) cos V2z + (csx + c4) sen \/53:)
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2.5.2 Métodos para hallar soluciones particulares de P (D)y = g (x)

Método de los coeficientes indeterminados
Sélo sirve para hallar soluciones particulares de ecuaciones de coeficientes constantes y cuando g () tiene formas determinadas:

> g(z) = Py, (x) "™ conm < n. Hay dos casos:
7 no es raiz de P (r), entonces buscamos soluciones particulares de la forma

J=Qme"™
r es raiz de P (r), de multiplicidad k. Entonces buscamos soluciones de la forma
17 — .Z‘h (Qm erw)

> g(z) = e** (P, (z) costz + @, (z) sen tz). De nuevo distinguimos dos casos:
s+ it noesraiz de P (r), en cuyo caso la solucion buscada es

g = €°® (Hy (z) costx + Gy, (x) sen tx) k = max {m,n}
s + it es raiz de P (r) con multiplicidad [
7 = a' (% (Hy, (z) costx + Gy (z) sentx)) k =max{m,n}

Ejemplo:
Del problema 22.a)

y// B 3y/ n 2y _ (:132 + :E) 6229
Calculamos primero la solucién homogénea:

P(ry=r’=3r4+2=(r—-2)(r—1)

Yo = ¢1 €2 4y e°
Y la solucion particular tendréa la forma
y= (Aa:2 + Bz + C) ey = (Am3 + Bz? + C.CL') e
con A, B, C a determinar. Derivando dos veces para introducir la expresion en la ecuacion:

y = (3A:1:2 + 2Bz + C) e2® +2 (A:z:3 + Bz? + Cm) e%®
y' = (6Ax +2B) ** + (342% + 2Bz + C) 2?2 + 2 (Aa® + Ba® + C) €*®

Nos queda

(2® + ) e*" = (6Az + 2B) e** + (342 + 2B+ C) **

(2* + 2) = 6Az + 2B + 342° + 2B + C

con lo que podemos obtener

0=2B+C

1=6A+2B

1=34

y los valores de las constantes son
_ 1

A=3
B=-1
c=1
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Ejemplo:
Del problema 22.c)

ym +y=3senx

0+ 1)y =ssemz 5 20 =+ 1= 0 - o ) (- 5 )

La solucién homogénea es

o 3 3
Yo=cre “+e2 (02 coS gm + c3 sen %m)
Y la particular tiene la forma

j=Asenx + Bcosz

g(z) =€’ 3senx —r =i

no es raiz de P (r) = 0. La derivada tercera de § es

1"t

Jy = —Acosxz+ Bsenx
_ A+B=3
(A+B)senm+(B—A)cosa:—?)senm—>{ B_A=0
A=3
B=3

con lo que la solucion general completa es

3 3 3 3
y=yo+§=cLe "+ e/? (@COS%&:—}—%S%%&:) +—cosx+§senx

2
|
Ejemplo:
Del problema 22.n)
yIV —y = 8 e®
P(r)=rt=1=(r"=1) (" +1)
Yo =c1 € +eg e T 43 cosT + cysenx
g=Ae*zx
g =Ae (z+1)
§ =Ae* (x+2)
g =Ae* (x+3)
gV =Ae® (z +4)
Ae®(x+4)—Ae"z=8e"=>A=2
con lo que la solucién general es
Yy=yo+9§=cre’+cye ¥ 4czcosx + cysenx + 2z e”
|
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Método de Lagrange o de Variacion de Constantes

Este es un método mas general, ya que sirve también para ecuaciones lineales de coeficientes variables. En primer lugar, encon-
tramos la solucién homogénea que forma un sistema fundamental de soluciones:

Yo = {vi (¥)}im1in

n
yo =y ciyi(w)
i=1

Con ¢; las constantes arbitrarias.

La solucién particular la buscamos igual que la homogénea pero las constantes no son constantes, son variables de :

y= Zci (z) yi (z)

i=1
Las derivadas sucesivas son:
J =L@y (@) = Yy @) yi(@) =0
§ =i ci(@)y; (2) - Ez L ¢ (@) y; (2) =0 n — 1 condiciones para hallar ¢; (z)

G =" (@) N (@) - EH @)y (@) =0

g = Xn: ¢i (z) yl(") )+ Z c, (n— 1) (z)
i=1

Llevado a la ecuacién lineal:

lﬂ)(zcz(ﬂ?) y! +Zc (n 1) >+a1 ch Z (z) + ...+
+ap— 1 ZC@ +an Zcz 1 = g(x)

:L(gi)zo

n

3 i) (a0 ()™ + 01 (@)™ + o ()5 + o (@) 1) a0 (1) Dk ()6 (1) = 9 (@)

i=1

por tanto,

Zc (n 1) ): g(l’)

ao (z)

El determinante del sistema es el Wronskiano del sistema fundamental de soluciones, que es distinto de cero, por tanto quedan
determinados los ¢; () paratodo i = 1 : n, mediante el sistema

Y1 Y2 e Yn ¢ (x) 0
Y1 Yo cee Yn ¢y () 0
(n-1)  (n—1) e - o)
Y1 Ys e Yn cn () ao(z)

g= Zci (z) y; ()
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Ejemplo:
Del problema 22.b)

1
1+ e

yrr + 3yr + 2y _
La solucién homogénea:

(D*+3D+2)y=0

P2 4+3r+2=(r+1)(r+2)

Yyo=cre “4cye 2"

Para la solucion particular usamos el método de variacion de constantes
—2z

g=c1(z)e " +ea(x)e

y resolvemos el sistema

—e ¢ () —2e ¢y (7) = —1+1ew
Sumando ambas ecuaciones obtenemos
, 1 , e2z
2x _ —
—€ 2 (.’If) - 1 + ew 2 (.’If) - 1 + ew

Integrando se llega a
co(z)=—€e"+1ln(1+e%)

y despejando ¢, (z)

que es una integral inmediata
¢ () =In(1+ %)
Por tanto, la solucion general de la ecuacidn diferencial es

y=cre “deze @ +e (In(l+e))+ e (—e” +In(1+ e%))

Ejemplo:
Del problema 22.j)

y +ty =tgw
La solucién homogeénea en primer lugar:

(D’ +D)y=0
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r=0

r3+r:r(r2+1):0:>{ = i

Yo =c1 +cacosz +czsenz — {y1,y2,ys} = {1,cosz,senz}
La solucidn particular por el método de variacion de constantes es
g=c1(z)+ca(z)cosx + c3 (z) senx

y el sistema a resolver

1 cosz sen x ¢, (z) 0
0 —senz cosx cfz (x) = 0
0 —cosr —senzx cl3 (x) tgx
Sumando las filas 1 y 3 podemos obtener
¢, (z) =tgz = ¢ (z) = —In (cos )
y multiplicando la fila 2 por sen 2 y la 3 por cos 2 y sumandolas
¢y (z) = —senz = ¢, (z) = cosz
Despejando obtenemos c; (z)
2
’ sen” r
Ca\X) = —
3 ( ) COS T
No resolvemos la integral y la solucion general queda
2
—sen” xr
Yy =c1+ cacosx + czsenx + cosz — ln (cosx) + senx/ —dx
COsS ™

Ejemplo:
Hallar la solucion particular de

4($2+x)y” +2(2;1:+1)y’ —y=2Va2+u
Conociendo las soluciones particulares de la homogénea

Y1 =V
y2:2\/$+1

Lo primero que deberiamos hacer es comprobar que son soluciones (no lo hacemos pero es recomendable hacerlo).
Por el método de Lagrange necesitamos conocer la solucién general de L (y) = 0.

Sin embargo, si {y1,y2} forma un sistema fundamental de soluciones ya tenemos esa solucion general. Lo compro-

bamos:
Vi o 2Vz+1 N7 z+1
W (y1,y2) = 1 1 = —
2z Va+l \/'m \/E
= (r+1)
B z(z+1)
1

por lo que es un sistema fundamental de soluciones, asi que la solucidn general de la ecuacion homogénea es

Yo = Cl\/E+Cz2\/:E+ 1

2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Orden Superior http://www.telecos-malaga.com



2.6. Ecuacién de Euler Carlos Garcia Argos - 51

y la particular de la completa

Resolvemos el sistema

Se obtiene, finalmente:

por tanto, la solucién particular que nos pedian es

g= ;Vﬁ—}—m

2.6 Ecuacion de Euler

Esta ecuacion es del tipo
ao (az +0)"y™ + a1 (az +5)" "y + L+ an1 (az + b)Yy +any = g(2)

Para que admita solucién, g debe ser continua.

Si se hace el cambio
e = ax + b, z=z(x)

se convierte en una ecuacion de coeficientes constantes. Para la primera derivada:

i%a—ezﬁéd—z—ae_z
dx T dx de
’_d_y_dyd_z_ —zd_y

y _dm_%dm_ae dz
Lo que hacemos es cambiar de variable independiente, que ahora pasa a ser z.

. 1 o dy 7 o dy
e’y =a — (ax +b)y =a-
La segunda derivada es
2 ,,_i aefzd_y _ i aefzd_y %
a2 Y dx dz  dz dz ) dx

por tanto

1

1" B " 2 " 5
a’ (yz —yz) =¥y = (aw+b)’y =d (y —yz)
La tercera derivada se hace de la misma formay se obtiene (omitimos los calculos)
(az + b)3 ym =a° (y;” — 3y; + 2y;)

Por tanto, lo que estamos viendo es que nos quedara siempre una ecuacion lineal de coeficientes constantes.
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Ejemplo:
Del problema 28.d)

1" " ’ €T
(L+2)°y +(1+2)'y +3(1+2)y —8y=

(1+a)°
El cambio es e* = x + 1y las derivadas sucesivas

(@ +1)y =

dz

2 n n 7
(x+1)"y =y, —y,

3 " " " 1A
(x+1)°y =y, —3y, +2y,

Asi que la ecuacién nos queda

"

Y-

" ’ " ’ ’ ez —1
3yz +2yz+yz _yz+3yz _Sy: 02z
simplificando la expresion

Y. =2y, +dy, —8y=eF -
La solucidn general es de la forma

y=yo+y
Calculamos en primer lugar la solucién homogénea:

3 _ 9.2 R — (1 2 _ r=
P —2r +4r -8 =(r—2)(r +4)_O:>{r:j:2i

Yo =C1 e%% +¢9 0822 + c3 sen 2z
Para la solucién particular de la completa usamos el método de los coeficientes indeterminados:
jg=Ae *+Be

’

j =—Ae*—2Be %

§ =Ae*+4Be™%

§ =—Ae*—-8Be ?*
Obtenemos para las constantes
— 1
A=-— 15
_ 1
B=s
y la solucion particular queda
~ 1 -2z 1 —2z
Y= s e +3—2 e

Finalmente, la solucion general es

. 1 1 .
y=ci e +cycos2z+cysen2z — —e F4-—e 22

15 32
y deshaciendo el cambio obtenemos el resultado final

1 _ 1 _
y=c (z+1)7 +ccos(2In(z+ 1) +czsen 2ln(z+1) - = (@+ 1)+ = (z+ 1)
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Un truco para llegar al polinomio caracteristico rapidamente es el siguiente:

Buscamos soluciones de L (y) = 0 de la forma
y = (az +b)"™

En el ejemplo anterior:

Se toma

314z = ¥y =m@+1)""
(1+2z)° = y::’:m(m—l)(aﬁi—
(14+2)° = " =m@m—1)(m-2

m(m-—1)(m—-2)+m(@m—-1)+3m—-8=0

que es el polinomio caracteristico de la ecuacion una vez hecho el cambio:

m®—2m?> +4m—-8=10

con lo que sus raices son las raices del polinomio caracteristico y podemos ahorrarnos toda la conversion de la ecuacion.
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— TEMA 3
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

3.1 Generacion de los sistemas de ecuaciones diferenciales

Definimos en primer lugar la congruencia de curvas. Dadas dos curvas

F('r7y7Z7A7/j’) :0
G(:I:7y7z7A7H) :0

se dice que forman una congruencia si por cada punto (z ¢, yo, 20) pasa s6lo una curva de la congruencia. Se pueden escribir
entonces

{ A:(pl (%Z/az)
H = $2 (%Z/az)

De forma mas formal, se llama congruencia de curvas a una familia de curvas

{ f('r7y7Z7A7/’l’):0
g(xayvszalj’) :0

que dependen de los parametros A y u de forma que por cada punto del espacio pasa una sola curva de la familia, con lo que el
sistema anterior determina A y p como funciones de x, y y z:

{ )‘:@1 (ZL’,y,Z)
H= P2 (ZL’,y,Z)

Si entre A y u se establece una relacion de dependencia biunivoca
(A p) =0

con ¢ continua, la congruencia se reduce a un haz de curvas que dependen de un solo parametro. Al variar éste de forma continua,
las curvas engendran una superficie si se eliminan Ay p:

Y (o1 (2,y,2), 02 (x,y,2)) =0

En todas estas curvas se considera a  como la variable independiente, siendo y y z dependientes de x. Si se derivan las
expresiones de A y u con respecto a z queda

_ ! Idy "odz o ady I odz
0=, +V1yqs + P20 —Ple = Plygy TPizds
_ ! ' ody "odz o T ady ' odz
0=y +Voyqs + Pz —Pop = Poy gy T P2

Podemos despejar las derivadas de y y z con respecto a =

‘—«p;z P12

dy |~ P | _ Plz,y,2)

T v | e
Py P2

54
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y
‘ Y1y —P1e ‘
d_Z _ Pay P2 _ R(.’L’,y,Z)
dll? ‘ (p;y (p;Z Q('rvyaz)
902y Paz
Esto se puede escribir de forma simétrica:
dy dr dz
P Q R

3.2 Sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden

Se define un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden como el siguiente sistema

( dstlzfl(t:lUl,l'z,...,xn)
dstZ =f (t:lﬂl,l'z,... ,;zjn)
\ Clcalc_;:fn(t,ll?l,xz,...,xn)

El Problema de Valor Inicial estara formado por ese conjunto de ecuaciones y las condiciones iniciales siguientes

lE,‘(to):xio Vi=1:n

3.2.1 Teorema de Existenciay Unicidad de soluciones

> Si todas las f; son continuas, Vi en un entorno de las condiciones iniciales, y

> existen 2/, Vi =1:n,Vj = 1: n,y estan acotadas

J

Entonces el Problema de Valor Inicial tiene solucion Unica.

3.3 Sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden lineales

Las funciones f; corresponden con ecuaciones lineales:
( % = ai1 (t)lUl + a2 (t);l?g ++a1n(t)xn+b1 (t)

dd%:aﬂ(t):m +as (t)xs + ...+ asy () x4y + by ()

\ dﬁf; =ap1 (1) 21 + an2 () T2 + ... + app (t) Tp + b2 (t)

Escrito en forma matricial
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con
I (t)
T2 (t)
X(t) =
zy, (t)
dzi(t)
dt
dy( ) dw;t(t)
t o
a -~ X 0=
dan (t)
dt
by (1)
b2 (t)
B(t) =
b, (t)
y
ajl (t) ai12 (t) e A1n (t)
A (t) _ 0/21. (t) 0/22. (t) . agn' (t)
ap1 (£) an2(t) ... apn(t)

Se puede escribir una ecuacion diferencial lineal de orden n como un sistema de ecuaciones lineales de primer orden:

ao®)y™ +a1 Oy Y+ a1 Oy +an )y =F ()

con
d’n
m %Y
Y din
Si se hacen los cambios
d _
y=a % o
Yy =172
] —
O —_—
Yy dz;{l =z,
\ d;—t" = #(t) (f(@t) —an (t)x1 —apn—1 () x2 — ... — a1 (t) z,)
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3.4 Reduccion a una sola ecuacion diferencial de orden superior

Un sistema de ecuaciones diferenciales se puede resolver reduciéndolo a una sola ecuacion diferencial de orden superior. Si se
tienen f; continuas tales que existen sus derivadas parciales con respecto a todos sus argumentos hasta el orden n — 1 (y todas
continuas), el sistema

( %:fl(tamlam%"';mn)
dditz :f2 (t,.’L’l,.Z'z,... 7mn)
\ dg_;:fn(tamlamb"';mn)

se puede convertir en una ecuacién diferencial, si escogemos una de sus variables, por ejemplo z ; y calculamos sus derivadas
sucesivas con respecto a ¢

( doi _
d—tl—fl(t,:vl,:vg,...,xn)
d®x; _ Ofa n  of1  dxy _
@ = Bt 2im1 oo g = P2 (b wn,wa, 1)
dtaey _
\ dtn—_mll—Fn_l(t,lL'l,lL'Q,--.,.rn)

Con ello obtenemos un sistema de n — 1 ecuaciones. Tendra solucién si

J:a(flaF27F37"'7Fn—1);é0

0 (za,23,... ,Zp)

En caso contrario, escogemos otra variable x; y repetimos las derivadas.
Hallamos x5, 3, ... , x,, como funciones de x; y sus derivadas para poder expresar

dn.’L'l
dtn

:Fn (t,ll}'l,... 7.'En) = G (t,ll}'l,il’,"l,,__ ,Jjgn_l))

que es una ecuacion diferencial de orden superior.

Ejemplo:
Dado el sistema

Z—fzy—%z

dy _ _
dt—2;r 2z

=22 +2y

tomamos la variable z y el sistema nos queda
G =y+z=nh

2
%:%+%:4m+2y—2z:FZ

Y su Jacobiano es distinto de cero:
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asi que escribimos y y z en funcion de z y sus derivadas:

gpoode o, lde ldz
T T A TP T AT YW T dae
_dx _lda: 1d%z

Y

Y la tercera derivada de = se puede expresar como

d>z dx dy dz
— = 4— 42— —-2—
dt3 dt + dt dt

@ fToratiae

= 4z +2(20—22) — 22z + 2y)

= 42 —4(z+y)

=0
por tanto nuestra ecuacion de orden superior es
dr
dt3
con lo que la solucion general es

T = (clt2 + cot + 03)

Derivamos la expresion

"

r = 2ci1t + co
r =2¢

y las otras dos soluciones son

zZ = %(2C1t+ CQ) — % (201) +Clt2 +Czt+C3

y=2ct+cy—z

3.5 Sistemas de orden superior

Estos sistemas son los que tienen las variables derivadas en un orden superior a 1:

(p2—1)

p2—1) !
PR PR

( ( ! — ’ _
p1) _ (pr—1) (p2—1)
zy ' =fi (taxl,ml,...,xl , T2, Ty, e, Ty
(p2) _ ! (p1—1) !
x5 = folt,x1,2q,... , 2 X2, Loy ..., Ty
(h) _ : (1) (
L 'r]c _fk t,lL‘l,lL‘l,... , Ly sy L2, Lgy-v- Ty

’
yore Ly Ly v -

yere 3 Thy Lpyenny

7'7;;61%*1))

.Z'ipk_l))

7'7;;61%*1))

Para resolver estos sistemas haremos cambios de variables de forma que el sistema que quede sea de ecuaciones de primer orden.

Por ejemplo, para el sistema de ecuaciones de segundo orden

n 1 ’
Ty = fl t,.’L’l,.’L'l,.’L'z,.'L'2

" / '
Ly = f2 tv'rla'rla'rZ:xz
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se convierte en

Ty = T3
:,172::174

xg = f1(t,01,23,72,74)

1
( 74 = fo(t, 21,23, %2, 74)

que generara una ecuacion diferencial de orden 4 al reducirla por el método anteriormente explicado.

3.6 Método operacional

3.6.1 Sistemas lineales con coeficientes constantes

Dado un sistema con incognitas z1, x», ... ,x, Y variable independiente ¢, si dicho sistema es de ecuaciones lineales de coefi-
cientes constantes, entonces se puede resolver mediante el operador D, que se define de la forma

d

D=—
dt

Asi, el sistema al aplicar dicho operador se convierte en el siguiente
( P11 (D):El +P12(D)J}2++P1n(D)£En :f1 (t)

le(D):El +P22(D)J?2++P2n(D):En:f2(t)

Se denota el determinante del sistema como
A (D) = |P; (D)

El sistema se puede resolver mediante el método de Cramer, escribiéndose entonces las soluciones como

_F(®)
“TAD)
donde
Pu(D) Po(D) ... Poia(D) fi(t) Piipa(D) ... Pin(D)
Pu(D) Pu(D) ... Prii(D) fo(t) Pria(D) ... P (D)
Fi(t) = : : : : : :
Pu(D) Puo(D) ... Poir(D) folt) Puspi(D) ... Pun(D)

Dado que son ecuaciones lineales, sus soluciones se pueden expresar como suma de una solucién homogénea y una particular:

T1 =10 + I1
Tz = Ta0 + T2

Tp = Tpo + Ip

Ejemplo:
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x;’ — 2% — 3zy = €%
m1+mg+2m220

Se puede expresar, mediante el operador D, como

(D2 —2) T, — 3xo = €%t
.’L’1+(D2+2)Z’2:0

El determinante de la matriz del sistema es

p*-2 -3 |_
1 D? +2 ‘ =D -1
Hallamos primero z» y luego despejamos z; = — (D? + 2) z:
D2 ) eZt
B ‘ 1 0 | et
T T pi oy T T Did

Formamos una ecuacion diferencial con esta expresion:
(D4 — 1) Ty = — et
y su solucién general es

t —t 1 2t
To=cre +cae +C3cost+04sent—ﬁe
Una vez obtenido este valor, calculamos el de z;:

2 .
r = — <301 el +3cy et +c3cost + 3easent — = e”)

Una forma rapida para resolver sistemas lineales de coeficientes constantes es usar el método de eliminacién, semejante al que
se usa con sistemas de ecuaciones lineales algebraicas: se despeja una variable y se sustituye en otra ecuacion. Es muy til con

sistemas pequefios.

Ejemplo:
T =4z — 3y
y’ =6z — Ty
Despejamos de la segunda ecuacion la variable z y la derivamos, obteniendo
:I:r: %12/’//4_ %?TJ
T gy + gy
y sustituyéndola en la primera tenemos
1 " 7 / 7 7
- —y =4|=-y +=y) -3
62/ 63/ <6y 611/) Y

que se simplifica a

y' +3y —10y=0

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden que se puede resolver como se vid en el tema anterior y su solucién

general es

Sustituyendo en la expresion de x:

y(t)=cre* +ege”

5t

3 1
r(t)=Zc e 4-cpe™™

2 3
n
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3.6.2 Método de las combinaciones integrables

Este método se usa en sistemas de ecuaciones no lineales.

Dado un sistema

dx;
{d_tl = fz (t,ll?l,:l?g, e ,Jjn)}i:Ln

una combinacién integrable es una ecuacion diferencial procedente del sistema y que se puede integrar con facilidad. Esto es,
para el sistema de antes,

a(ﬁl (t,x1,22,... ,x,) = 0= ¢1 (t,x1,%2,...,x,) = ¢y integral primera
Tendremos que hallar n integrales primeras que sean linealmente independientes.
El sistema escrito en forma simétrica es

d.’L’l d.’L’2 dmn

= =...= = dt
f1 (t,ll?l,:l?g,... ,an) fg (t,ﬂ?l,ﬂiz,... ,:En) fn (t,ll?l,ﬂiz,... ,xn)

ar1dry + aedxs + ... + apdry + ap1dt
arfitasfo+...+apfn+ Qpt1

con a; constantes o variables.

Si escribimos las k integrales primeras

o1 (t, w1, 22, &) =1
G2 (t,T1,%2,. .. ,&y) = Co
o (6,1, T, ... ,Tpn) = Ck
con k < n. El Jacobiano se escribe como
J= a(¢17¢27"'7¢k)
8 (.’L’jl,mjz, e ,.Z'jk)
siendo xj1,xj2,. .. ,x;x cualesquiera k valores de x1, 2, ... , 2.

Si J # 0, se puede reducir el sistema a n — k incdgnitas. En caso contrario, la solucién del sistema seran las k integrales primeras.

Ejemplo:

dx dy dz
y—z z—x y—=

dz y—z
dz _ y—z __
G=y==1n
Para obtener las condiciones integrables:
de +dy  d(z+y) dz

y—z+z—=x Yy—T Yy—x
por lo que la primera condicion integrable es

¢priztyte=z

dx dy dz dy

y—2 z-z' y—(z+tyt+a) (@+tyta)-z
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dx _dy
—(r+4ec) y+a

=>hy+eca)+n(z+c)=Ilnec

con lo que queda la segunda condicién integrable
P2:(y+ec)(z+e)=co
Sustituyendo el valor de ¢; en esta Gltima condicién podemos obtener la solucion del sistema:

AL N

|
Ejemplo:
dr — y
dy _ y?
dt — =
Reescribimos el sistema
g L
Y Yy
Y hallamos sus condiciones integrables
d d
—m:—y:>¢:lnx:1ny+c1
T (]
d
?3: =cdt =>Inz —1Ines = ¢t
E — eclt
C2
|
3.7 Resolucién matricial
3.7.1 Nociones de anéalisis matricial
Definimos una matriz funcional como
a1 (t) ai12 (t) . Ain (t)
as1 (t) a9 (t) . a2n (t)
At) = : : . : = (ai; (1))
a1 (1) an2(t) ... apn (t)

Y se dice que la matriz es derivable si a;; () lo son, y se denota la derivada como

La derivacion es lineal. Dadas dos matrices derivables A (t) = (a;; (t)) y B (t) = (b;; (t)) y dos constantes «, 8 € R,

’

a) (@A (t) + BB (t)) =ad (t)+ BB (t)
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b) (A(t)-B (1)) =A'(t)-B(t)+ A1) B ()

Se dice que A (t) es integrable en [a, b] si a;; () son integrables en [a, b], Vi, j. La integral se define como
b b
/ A (t) dt = (/ Qjj (t) dt)

La exponencial de una matriz de tamafio n x m no es tan sencilla como
A — (eaua))

para empezar porque la igualdad e(®) = I no se cumple, ya que

También es un operador lineal.

1 1 ... 1

11 ... 1
=1 | AT

1 1 ... 1

En su lugar, se define la exponencial de una matriz funcional como

A(t) _ o A

e
k=0

e

La norma de la matriz A (t) de tamafio n x m es
AN =D lai; (1))
i=1 j=1
y tiene las siguientes propiedades:
a) [|[A+ Bl < ||A]l +||Bl
b) ||A- Bl < [[A]l - [IBI|
¢) [la- All = laf - [|A]

NgE!

n
Teorema3.1. Dados {c1,ca... ¢k, b cx = (k) yllerll = X2 0 |-
i=1

1

J

o0 o0
Si )" ||ex|| converge, entonces también converge > cy.
k=1 k=1

. . . . X k X 4k .,
Llevado a matrices funcionales, deducimos que si >~ “%“ converge, entonces . % = e4(%) también converge.
k=11 k=1

Se puede expresar una ecuacion diferencial en forma matricial:
¢ () =A4-6(t)
Teorema 3.2. Paratodot € R, e es solucionde ¢ (t) = A - ¢ ().

Teorema 3.3 (Teorema de Existencia y Unicidad). Dadas dos matrices funcionales A y B de tamafio n x n, se expresa el
problema de valor inicial matricialmente como

F(0)=DB

que es una forma de expresar un sistema de ecuaciones diferenciales.

{F’(t):A-F(t)

Este sistema tiene una Unica solucion para todo ¢ que es
F(t)= e -F(0)=e"-B
Teorema 3.4. Dadas dos matrices funcionales Ay B de tamafion x n, si A- B = B - A (son permutables), entonces se cumple

a) B- et = e4t.B

b) eAtB = eA. B
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3.7.2 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y coeficientes con-
stantes
Estos son sistemas del tipo

( dditl =a11T1 +a12T2 + ...+ @1p,Tn + @1 (t)

dditz = a21T1 + a22%T2 + ... + A2nTn + G2 (t)

L d(-’;_tn = an1T1 +an2,’L‘2 + ...+ Apndn + An (t)

Siendo las condiciones iniciales

I (a) = bl
I9 (a) = b2
Ty (a) = by

Se puede expresar el sistema de forma matricial

(a) =
donde
dzy
z1 dt by q ()
T2 , di by 2 (1)
X = X =| G B=| | Q(t) = .
Tn, de, bn an (t)
dt
11 a2 A1n
21  a22 A2p
A= .
an1 an2 . Ann

La resolucion de este tipo de sistemas consiste en dos pasos:

1. Resolver la primera ecuacién matricial del sistema como ecuacion diferencial

2. Calcular el valor de e“* que aparece en la solucién que hemos hallado

El primer paso comienza con usar un factor integrante:
o= e~ JAdt _ —At
con lo que la ecuacién matricial queda
1 d
M (X (-4 X W) =M QM) > T (M X(®) = Q)

Integrando

X (O = [ o) a

e X (1) — e X (a) = /t =AY Q (t’) dt
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(t' no denota una derivada, sino una variable diferente a ¢). La solucién por tanto queda

t ! 7 7
X (t) = Y4 .X (a) + e / e At .Q (t ) dt

a

donde
Xo = =94 .X (a)
es la solucién de la homogénea asociada.

Ahora se nos presenta el problema de calcular e4? partiendo de nuestro sistema de ecuaciones diferenciales. El valor de la
exponencial siempre es

At _ —tF
et = 7 -A
k=0
y hay varias formas de calcularlo segin la forma de A.
A es diagonal
En este caso la matriz tiene de componentes en la diagonal principal di,ds, ... ,d, y el resto son cero. Por tanto, A* =
diag (df,d, ... ,d¥). El calculo de la exponencial se reduce por tanto a
o0 tk
At Z Ediag (d’f,dé, .. ,dl;;)
k=0
o0 tk o0 00
= diag (Z Ed’f,Zd.’j,... ,Zd’;;)
k=0 k=0 k=0
et 0 ... 0
0 et ... 0
0 0 edn

A es diagonalizable

Si una matriz es diagonalizable, entonces existe una matriz P (matriz de paso) tal que P! - A- P = D con D una matriz
diagonal. Las componentes de D son los autovalores de A. Como podemos escribir A = P-D- P ~!, entonces se puede expresar
la exponencial como

-1
At _ P-D-PTMt
El desarrollo es

et = f:t—' ki( pP-DF.p —1>

k=0
k!
k=0
= p.ePt.pl

con lo que la exponencial queda, siendo A ; los autovalores de A,

eMt 0 ... 0
0 et .. 0
eAt —P. . P71
0 0 et
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Ejemplo:
Resolver el sistema X' (t) = A - X () donde

A

La solucién sera de la forma

X =lt-a)d. x (a) = et (

En primer lugar, calculamos los autovalores de A:

A= | =0

5—A 4
1 2-A

(A—l)(A—G):O:{

A=1
)\2:6

Ahora tenemos que calcular la matriz de paso, partiendode A - P = P - D, y construyendo una matriz genérica:

5 4
1 2

(

Tras resolver el sistema obtenemos

) (¢

b
d

)

(o)

1
0

a=1 b=4 c=-1 d=1
Con lo que la matriz P y su inversa son
. 4 1 11 1 -4
P= ( -1 1) P 5 (1 1
La exponencial queda
eAt _ P. eDt ‘Pfl
4 et et 46t 4t

5 (

y la solucion es

o6t _

et eﬁt +4 et

0
6

)

)

xO=x0=1 (Siau )
]
Aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton
Este teorema dice que toda matriz es raiz de su polinomio caracteristico.
FO)=0=]A-XN|= "+ A" " +...+cadr+c
Entonces
FA) = A"+, A" P+ A+ cel=0
Y el valor de A™ se puede expresar como combinacion lineal de I, A, A2, ... | A»~!. Entonces, la expresion de la exponencial

se puede escribir como

o0

oAt — Z
k=0

th .
ad =

o0

D ar (t) AF
k=1
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Método de Putzer

Se puede aplicar a matrices diagonalizables y no diagonalizables. Hemos visto en el método anterior que la potencia enésima
de una matriz A se puede expresar como combinacidn lineal de las potencias inferiores, I, A, A2,..., A", por lo que puede
expresarse eA* como un polinomio en A

= ai (t) A
k=0

Putzer desarrollé dos métodos para expresar e 4 como un polinomio en A, pero de forma util. Con el siguiente teorema se
explica el méas sencillo de los métodos.

Teorema 3.5. Dados A1, s, ..., A, autovalores de una matriz A de tamafio n x n y definiendo una sucesion de polinomios en
A

Py(A) =1

H A—\) m=1:n
k=1
entonces

n—1
= rig (t) Py (A)
k=0
donde los coeficientes r; () se determinan por recurrencia a partir del sistema de ecuaciones diferenciales lineales:
’I“Il (t) = )\17“1 (t) 1 (0) =1

Tepr () = Megrripn )+ 16 (1) 11 (0)=0, k=1:n-1

Demostracion. Si definimos la matriz funcional F',

Zm ) Pe—1 (4)

donde se puede ver que F (0) = r; (0) Py (A) = I. Para demostrar que F (t) = e“t, probaremos que F satisface la misma
ecuacion diferencial que e, F' (t) = A-F (t). Si derivamos la expresion anterior de F () y usamos las formulas de recurrencia
vistas en la demostracion, obtenemos

n—1
)= s ()P
k=0

3
|
—

=
I

(e () + Aer17x41 (8) Pr (A)
0

=
Il

donde se define rq () = 0.

n—1
Z k1 (t) Prt1 (A) + Z Ae+17k+1 (8) P (4)

k=0

n—1
Sirestamos A\, F' (t) = > Aprpy1 (t) P (A)
k=0

F (t) Z Tt (8) (Prgr (A) + (Mk1 — An) Pr (4))

donde

Pry1 (A) = (A= Apya D) Py (A)

3. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales http://www.telecos-malaga.com



3.7. Resolucién matricial Carlos Garcia Argos - 68

por tanto

Pry1 (A) + Ap1 = An) Pe (A) = (A= Xeyrd) P (A) + (A1 — An) Pr (4)

(A= And) P (4)

con lo que obtenemos

n—2

F(t)=MF () = (A=Xd)Y rpgr (t) P (4)
k=0

= (A-=XDA-XNID)(F(t)—ry(t) Poo1 (A))

= (A=) F(t) = ra(t) P (A)
Por el Teorema de Cayley-Hamilton, P, (4) = 0, por tanto
F () = MF (t) = (A= M) F (t) = AF (t) — M\ F (1)
Resultando finalmente
F (t)=A-F(t)

por el teorema de Existencia y Unicidad 3.3, se demuestra que F (t) = et yaque F (0) = I. O

Ejemplo:

Dada la matriz

calcular e4t.
Primero calculamos los autovalores de la matriz,

0 =X 1
2 -5 4-2)

“A 10
|A— M| =

= AN4-)N+2-5\
A — 4N 450 —-2=0
)\1:1 )\2:1 )\3:2

Para que una matriz sea diagonalizable, el rango de A — I debe ser igual al orden menos el orden de multiplicidad,
y mientras que el rango para A = 1 es 2, el orden (3) menos la multiplicidad (2) es 1, por lo que la matriz no es
diagonalizable y tenemos que aplicar el método de Putzer.

eM = D (t) Poa (A)
k=1

= 1 (t) Py (A) + 12 (t) Pr (A) + 13 (t) P> (A)

siendo los polinomios
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y los coeficientes: r (t)

T1 (0) =1
T2 (t)
’I“; (t) = )\27“2 (t) + T1 (t) r _ et
r(0) = fro=¢
T3 (t)

vy (t) = Asrs (t) + 72 (2) }m (#) = 2 — (t—1) t

por lo que la exponencial es

eAt = ot (I+t(A—I)—(t—1)(A—I)2)+(A—I)2e2t
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— TEMA 4
Transformada de Laplace

4.1 Introduccidn a las transformadas integrales

Se llama transformada integral a una expresion

+oo
F(s):/ k(2,5) f (z) da

—0Q

donde k (z, s) es el ndcleo de la transformada. Es el nlcleo lo que nos permite distinguir los tipos de transformadas. Las dos
transformadas mas importantes que nos vamos a encontrar son las de Fourier y Laplace.

> Latransformada de Laplace se obtiene para k (z, s) = e~%%, y dentro de ella hay dos tipos:
Transformada de Laplace bilateral

re=[ :° e f (¢) ds

definida para todo z;
Transformada de Laplace unilateral

F(s) =/0°°e“f<x>dm=£{f(w>}

definida sélo para = > 0.

> Latransformada de Fourier se obtiene para k (z, s) = e ~%¢
+00

Fif @) = / e~ f (2) di

— 00

Como podemos expresar la exponencial en forma trigonométrica, e ~%** = cosxs — i sen s, podemos obtener las trans-
formadas en coseno y en seno:
- Transformada en coseno:

Fell @)= [ " cos () f (2) de
- Transformada en seno:
Fs(r) = | " sen (¢5) f () d

Podemos relacionar ambas transformadas de la siguiente forma:

cii@= [ e = " e e () d

— 00

Fle f(=)}

yaque s =r + it.

70
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4.2 Transformada de Laplace

Se define la transformada de Laplace de f (t) : [0,00) — R como

ﬁwunzémf“ﬂwsz@

Siempre que la integral converja uniformemente para algun valor de s.

Se dice que una funcion f : [a,b] — R es una funcién continua a trozos si existe una particion
P:{a:x0<x1 < o< Zi—1 <y < Tt <...<J§n:b}

de forma que f es continuaen (z;_1,x;), Vj = 1: n'y ademés existen f («) y f (z7)

Se dice que f : [0,00) — R es de orden exponencial o si

AM,N >0/ |f ()] < M - e, Vt>N

4.3 Teorema de existencia de Transformada de Laplace

Dada una funcién f : [0, o) — R continuaatrozosen [0, N]con N > 0y de orden exponencial o, existe una inica transformada
de Laplace

ciry= [ errma
0
porque converge uniformemente Vs > o.

Demostracion. La demostracion se reduce a determinar si la integral converge para algun valor de s.

N

%] N 00
L{f ()} = /0 e f (t) dt :/0 e St (t) dt+/ et f (t) dt
~—_—————

Converge Vs

La segunda integral podemos acotarla:

IN

‘/Nooestf(t)dt‘S/NOO|eSt||f(t)|dt /NooestMeo-t

M/eWWa

0

_u [e(a—s)tro
g — S 0

= M lim (e("*S)t—l)

g — St

IN

B o — s> 0= Diverge
- o —s< 0= Convergea L.

Si o = s laintegral

| a
0

diverge. Por tanto, queda demostrado que existe la transformada de Laplace para cualquier s > o. O
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4.4 Transformadas elementales de Laplace

Vamos a calcular las transformadas de algunas funciones tipicas aplicando la definicion.

f#)=1

> —st e_St =
5{1}:/0 et = {_S}
0

= ! (lim e*St—l)

S \t—oo

s<0= 0o
T o ls>0=1

1
s’

L{1}=>, Vs>0

o0

00 (a—s)t
E{eat} _ / o=t oot gt — {e }
0 0

a— S

a— S \t—oo

B {aZs:>oo

a<s=

E{e“t}: 1 , VYs>a

s—a

f)y =t

E{t”}:/ t" e st dt
0

La integral se resuelve por partes:

1 (lime

(a—s)t _1)

a

00 tn —st ] © 00
I :/ et = [ ‘ ] +2/ e 1t
0 —$ o S Jo

§>0==0
= —In—1 -+ hm tn G_St
S t—o00
nn—1

= I, s=...=
s s

nn—1)---21
B sn—l ;IO

n!
Sn+1

LA{t"} = Vs >0

n.
Sn+1’
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£ =

La transformada de esta funcion nos sirve para obtener la transformada de las funciones seno y coseno. Dado que es una
exponencial,

L{e ) = ——, V|s|>]a]

s —1a

Y usando la igualdad de Euler

e'® = cosat + isenat

Como demostraremos mas tarde, el operador transformada de Laplace es lineal, con lo que

1

s—1ia

L{cosat +isenat} = L {cosat} +iL {senat} =

s+1a
s2 + a?
s L a
; ; 1— A
52 + a? s2 +a?

Se pueden despejar las transformadas del seno y el coseno

L t}= ——

{cosat} e
a

L t}= ——

{senat} o

ambas para |s| > |a]
Las transformadas de las funciones trigonométricas hiperholicas se pueden obtener de forma parecida usando las identidades

at —at
coshat = =—¢—

at _ g—at

senhat = ——=;

Se obtiene

L {coshat} =

L {senhat} = .

| Funcién f (t) | Transformada F' (s) |

1 1s5>0
et —— s>a
" s,f% = Fgfﬂ), s>0
cos at ﬁ
sen at 524_#112
cosh at oo
senh at a1

Tabla 4.1: Transformadas elementales de Laplace
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4.5 Propiedades de la Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace tiene algunas propiedades heredadas de su naturaleza integral, que nos sirven para diferentes
propdsitos como pueden ser el calculo de integrales impropias, resolucién de ecuaciones diferenciales, etc. Vedmoslas:

1. Linealidad. La Transformada de Laplace es un operador lineal. Dadas dos transformadas F' (s) = L{f (¢)}, G (s) =
L{g(t)}y dos constantes a y b, se cumple

L{af () +bg (D)} =aL{f (D)} +bL{g(t)} = aF (s) +bG (s)

Demostracion. Desarrollando la expresidn en integrales:

/OOO e 5t (af(t)+bg(t))dt:a/ooo e 5t -f(t)dt+b/00o e g (t)dt
O

2. Cambios de escala. Si se multiplica la variable independiente de una funcién por una constante b, en la Transformada de
Laplace correspondiente se ve afectada de la siguiente forma:

Lirv0r=3F (5) =5 £ O}

Demostracion. Si tenemos la expresion de la transformada
O AR O
0

con hacer el cambio bt = z, dt = %dz, se obtiene

Loy =3 [ i@ de=1E(3)

0

3. Traslacion. Hay dos tipos de traslaciones: en la funcién y en la transformada. El primer caso es el siguiente:

esta funcion se puede escribir en funcion del escalén:

1 t>a
u(t—a):{ 0 tza

g)=[f(t—a) u(t-a)

con lo que su transformada es
L{gt)}=e " L{f (D)}

Demostracion. La integral de la transformada nos queda

L) =Ll t-aut-w) = [Ty

= / e *-0dt +/ e L f(t—a)dt
0 a

y con el cambio ¢t — a = z, dt = dz, el intervalo de integraciénest = a = z = 0,t — co = z — oc, con lo que la
integral es

Ll == [ e f b= L@l = e F ()

con lo que queda demostrado. O
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4. Transformada de las derivadas. Dadas las Transformadas de Laplace de una funcién f (¢) y la de su derivada f ' (¢),
Lif@y=r@  c{f o}
esta Ultima es
c{f O} =sL{f O} = £(0) = 5F (5) = £ (0)
Ademas, la Transformada de Laplace de las derivadas sucesivas es
c{fI W) =sF(s) =510 =52 (0) == FD(0)
Demostracion. Empezamos por demostrarlo para la primera derivada:

L{f(®)}

AN

~

[e—stf(t)]go + S/OOO e_Stf (t) dt

c{f’ (t)} - /OOO et ' (t) dt
= sF(s)+ lim e f(t) = £ (0)

= P (s)— £ (0)

yaque f () estd acotada y lim; o, et = 0.
Para las derivadas sucesivas es muy facil:

cl{f wp=sc{fm}-rs

’ ’

etcétera. 0

5. Transformada de la integral. Dada una funcion f (¢) y su transformada de Laplace F'(s) = L {f (¢)}, si se define la
funcion g como

t
glt)= [ 1 (s
0
entonces se puede expresar la Transformada de Laplace de la funcién g como

_ LU0} _F(s)

S

L{g (1)}

Demostracion. La derivada de g () es g’ (t) = f (¢), y su transformada es £ {g' (t)} = L{f(t)} = F(s). Ademas,
podemaos expresar la Transformada de la funcién derivada como

tl{g 0} =scig®}-90
Por otro lado, g (0) = 0, yaque g (0) = fOO f () dr, con lo que se puede escribir
cl{g W} =scig®}=F

y si se despeja £ {g (t) }, se obtiene el resultado esperado:

F (s)

S

L{g(t)}=

O
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6. Multiplicacion por potencias de ¢. Dada una funcion f (¢) y su Transformada de Laplace, £ {f (t)} = F (s), se verifica
que la Transformada de la funcion multiplicada por una potencia de ¢ es

i py = (o TEVOE e pon )

Demostracion. Vamos a demostrar esa expresion por induccion, por lo que empezamos con n = 1:
Lit-f(®)} =~F (s)
Aplicando la definicion de la Transformada de Laplace,
L‘{t~f(t)}:/ e~ f (1) dt
0

Si derivamos esta expresion con respecto a la variable s, obtenemos

F)== [ e erwd=-cie 1)
con lo que se verifica paran = 1. Si suponemos que para un cierto k£ se cumple
L{tF-f0)}) = (-1 F® ()
verificamos que se cumple para k + 1:
Lyt f (1)} = /Ooo e Stk (4) dt
Si derivamos la expresion para k, tenemos
- /OOO estth f (1) dt = (—1)F PO () = — £ {1 F (1))
Como queriamos demostrar. O

7. Division por ¢t. Dada una funcién f (t) y su Transformada de Laplace, F (s), si existe

lim &

t—0 ¢t

entonces existe la Transformada de Laplace de

ﬁ{@} :/SOOF(u)du:/SOOE{f(t)}du

Demostracion. Si escribimos la funcion g (¢) = @ podemos usar la propiedad anteriormente demostrada para expresar

Ll g} = CLF 0} = (- L Lig (1)

Entonces podemos escribir

s

A
—c{gu)}:/A F(u)dmﬁ{g(w}:/ F (u) du

Si hacemos el limite cuando s tiende a infinito, podemos ver que A vale infinito:
A
0= lim L{g(t)} :/ F(u)du=A=00
§—>00 00

ya que siempre se cumple que

Asi que queda demostrado que

o= [ Fd
]
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Ejempl 0: Resolver la integral impropia

oo
senx
/ dx
0 Zz
Esto se puede escribir como

o0 o0
0. SenT . _..osenx . sen x
e 02 dr = lim e % d;r:hmﬁ{ }
0 €T s—0 0 €T s—0 €T

Verificamos que podemos aplicar la Gltima propiedad

. sen x . COS ™
lim = lim
z—0 T z—0 1

=1

Y procedemos a calcularla

Y . [T du
llg%/s L{senz}duy = llg% ey

o0
s

= il_r% [arctg u]

li [W arct } T
= lim |- —ar = —
2 851 73

s—0

8. Transformada de una funcion periodica. Si f (t) = f (¢t +n - T') entonces se dice que f (¢) es periddica de periodo T,
y su transformada se puede escribir como

o0 T 2T (n+1)T
F(s) = /0 e*St-f(t)dt:/o e*St-f(t)dt%—/T ...+...+/T
o a(nt1)T
— —st |
= ;/M e "t f (t)dt

Haciendo el cambio ¢t — nT = z, se queda

© T
F(s) = ). /0 e *EH ) f (2 4 nT) dz
n=0

_ ZefsnT'/ e 57 f (Z)dZ
n=0 0
1

Por tanto, como e 57 = —7 < 1, laserie converge y

T
F(s)= ﬁ/o e % -f(z)dz

4.6 Teoremas del Valor Inicial y del Valor Final

Dadas una funcion f (¢) y su Transformada de Laplace F' (s) = £ {f (¢)}, se verifican los siguientes teoremas.

Teorema 4.1 (Teorema del Valor Inicial).

lim f(¢) = lim s- F(s)

t—0 s—00

Teorema 4.2 (Teorema del Valor Final).

lim f(t):;i_r%s-F(s)

t—o0
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Demostracion. Partiendo de que existe la transformada de la derivada de f (t),
cfroy= [ ef wa=sre-10
0

Para el teorema de valor inicial se tiene

lim c{f’ (t)} = lim sF(s) — f(0) = 0= lim sF (s) = f (0) = lim f (¢)

s§—00 5—00 5—00 t—0

y para el teorema de valor final

s—0 t—o00 t—o00

tim £{f ()} :gi_r)r%)sF(s)—f(O):/Ooof’ (tydt = Jim f(t) = £(0) = lim sF (s) = lim f (1

4.7 Transformada inversa de Laplace

4.7.1 Definicion

Si f (t) es continua a trozos y de orden exponencial o, entonces existe la Transformada de Laplace
LFOY=F@ = [ i@
0

donde al operador £ se le llama operador directo de Laplace. Ademas, se cumple que f (t) = £ {F (s)} dondea £ ' se le
Ilama operador inverso de Laplace.

Ejemplo:
Dada la transformacién

4

L {Sen 4t} = m

se cumple entonces

El operador inverso de Laplace hereda todas las propiedades que hemos visto para el operador directo, con la salvedad que la
transformada de la derivada exige f (0) = 0.

Ademas, la transformada inversa de Laplace no es Unica, ya que para funciones que sean iguales en todo el eje real salvo en
determinados puntos aislados, su transformada es idéntica.

Ejemplo:
Dadas las funciones
1

A@)y=e" = L{f )} = Py

ro={{" 173 scthor-

Aunque las funciones son distintas, sus Transformadas de Laplace coinciden. Podemos reflejar la diferencia entre
ambas funciones definiendo la funcién nula, de la siguiente forma:

f2 () = f1 () + N (t)
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que cumple

Para el ejemplo que vemos es

4.7.2 Célculo de transformadas inversas

Las transformadas inversas se pueden calcular usando las tablas de transformadas directas que vimos anteriormente, pero si
encontramos una transformada que no esté en la tabla, podemos descomponer dicha transformada en suma de fracciones simples
que se parezcan a las que ya conocemos. Si expresamos una funcién transformada

N (s)

P =50

y el grado de IV (s) es menor que el de D (s), podemos expresarlo como

F(s) = N(s) as an

= +...+
D(s) s—s1 s—s2 5 — Sy

para raices de D (s) tanto reales como complejas. Si, por contra, el grado de D (s) es menor que el de NV (s), dividimos y nos
quedara una fraccién del caso anterior.

Los a; son los residuos asociados a las raices, y se calculan de la forma

NG
‘“_D(s)( i)

s=s;

Si tenemos dos raices complejas conjugadas, por ejemplo s Y s2, Se cumple que a; = a3.

4.8 Propiedad de convoluciéon

Dadas dos funciones transformadas F (s) y G (s), si existen sus transformadas inversas £~ {F (s)} = f (1) y L™ {G (s)} =
g (t), entonces existe

t
LHEGG ) = [ f)glt-u)du=frg
0
donde a * se le llama producto de convolucién. Este producto es conmutativo y asociativo.

Demostracion. Conocemos las funciones transformadas F' (s) y G (s):
{ F(s)=[° e f (w)dw
G(s)= [ e " g(2)dz

Con lo que nos basta demostrar que F' (s) G (s) es

FO6e = ([Terrwan) ([Terawae) o

LUF ()G (s)) = /Of(u)g(t—u)du
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- /Oo /oo e~ f (w) g (2) dwdz
0 0

con el cambio w = u, z = t — u, el Jacobiano de la transformacién vale 1, y

:/Om/ote“f(u)g(t—u)dudt = /OooeSt(/Otf(u)g(t—u)du>dt

Il
o
—N
O\é‘
~
S
iS]
=
|
£
U
S
H/_/

Con lo que, si existe la transformada inversa del producto F' (s) G (s), ésta es

LHF ()G (s)} = /f g(t—u)du

Ejemplo:
Del problema 41.d), resolver la Transformada Inversa

<)

La vamos a resolver por 3 procedimientos, viendo las ventajas y desventajas de cada uno.
Primer procedimiento: Convolucion. Si aplicamos la propiedad de convolucion,

) 1 a1
£ {s(s+5)} = £ {ss—i—S}
t
= /e_sudu
0

Segundo procedimiento: descomponer en fracciones simples.

51{é+ B } = Acl{l}uul{—l }
s s+5 s s+5

67575

Ut =
O] =

al resolver el sistema obtenemos A =1/5y B = —1/5.
Tercer procedimiento: aplicando la propiedad de division por s:

1 t
£t {E} = / e %" du
s 0

11
-5 5°

Vemos que la mas inmediata es la tercera, ya que directamente escribimos la integral. Sin embargo, si la funcion
transformada hubiera sido 8( , habria sido mas rapido usar la convolucion ya que s6lo tenemos que integral una
vez y no 8 (aunque hay que mtegrar por partes). Y hacerla por descomposicion en fracciones simples es todavia peor
ya que hay que calcular 9 constantes. [ |

—5t
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Ejemplo:
Del problema 47.b)
Hallar z (t) en la siguiente ecuacion diferencial integral

t
x(t) = 7\/§sen\/§t+4/ cos2(t —u)x (u)du
0
Usando la propiedad de convolucién,

LAiz(t)} = X (s)
X(s) = 7\/52Lj3 +4£{/tc052(t—u)x(u)du}
s 0

21 s
B s2+3+4<52+4X(S)>

Despejamos X (s)

4s 21 21 (32—{—4)
> X (s) (s2+3) (s2 —4s +4)

= = =
s24+4 s2+3

X (s) (1—

Descomponemos en fracciones simples para hallar la transformada inversa

z(t) = L1 {M}
(s2+3) (s —2)°

-1 AS+B C D
L 713 + — + —
s° + (3 2) S

sen \/gt
V3

y solo faltaria calcular las constantes. [ ]

= AcosV3t+ B + Cte? +D e*

Ejemplo:
Del problema 40.a)

/Oo o3t (/t et cosudu> "
0 0 u
im £ ¢ e"cosud

e" cosu
5 Gl |

s—3 S

o0 t u
/ ( / ¢ cosu CO;;“du> dt

Si recordamos la propiedad de division por ¢, tenia que existir lim ;¢ @ y en este caso

. e“cosu
lim =00
u—0 u
asi que como no existe el limite, no existe la Transformada de Laplace de la funcién. |
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— TEMA 5
Ecuaciones en Derivadas Parciales de

Primer Orden

5.1 Ecuaciones diferenciales totales

5.1.1 Definicion e integrabilidad

Definicién: Una Ecuacién Diferencial Total, en R®, es una ecuacion de la forma

P(z,y,2)dz + Q (z,y,2)dy + R(z,y,2)dz =0 (5.1)
donde P, Q y R son campos escalares derivables. Se puede decir también que el campo vectorial F= (P(x,y,2),Q (x,y,2),R(x,y,z2))
es derivable con respecto a todos sus argumentos. A esta ecuacion se la llama ecuacion diferencial de Pfaff.

Se dice que una ecuacion diferencial total es integrable (tiene solucion) si existe un factor 4 = u (x,y, z) derivable, llamado
factor integrante, tal que al multiplicar la ecuacion diferencial de Pfaff por u, se convierte en una forma diferencial exacta.

p(@,y,2) P(2,y,2) de + p(2,y,2) Q (x,y,2) dy + p(2,y,2) R(z,y,2)dz = 0
O, expresado de otra forma, uﬁ es campo gradiente.
En ese caso, existe una funcién U llamada funcién potencial diferenciable tal que VU = u F.
SidU (z,y, z) = 0, entonces la solucién es U (z,y, z) = c;.

Lema. Dado un campo F = (P, @, R) derivable y un factor integrante derivable p (x,y, z), se verifica siempre que si F-
rot (13) # 0 entonces pF - rot (uﬁ) £0,ysi F -rot (13) = 0 entonces pF - rot (uﬁ =0

Demostracion. Desarrollando la expresion para p F - rot (,uﬁ)

] B} bk
BE - rot (uF) = % 0% % - uF
pP pQ  pR
_ O(uR)  0(pQ) 0(pP) O(uR) Q) 0 (uP)

= uP (u;R + R, — p.Q — uQ;) + 1@ (u;P + P, — i, R — MR;) + uR (u;Q +pQ, — i, P — uP;)

1

= 2P (R, - Q.) +2Q (P.— B,) + *R (Q, - P.) +

+p (u;,PR — 1.QP + p.PQ — 11,QR + 11, RQ — u;,PR)

v

0
= ,uQﬁ - rot (ﬁ)

82
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O

Teorema 5.1. La condici6n necesaria y suficiente de integrabilidad de las ecuaciones diferenciales totales es

F-rot(ﬁ) =0

Demostracion. Para la condicidn necesaria, partimos de que la ecuacién de Pfaff es integrable. Queremos llegar a que F-
rot (13) = 0. Por la definicion anterior, existe un factor integrante derivable p (x, y, z) y existe una funcion U (z, y, z) funcion

potencial diferenciable de forma que VU = pﬁ:

<8U ou oU

(9_1" 8_yv E) = (ll’PauQnu’R)

Por el lema que demostramos antes,

—

uF - ot (,uF) = 42F - rot (F) = VU -rot (VU)
Dado que un gradiente es irrotacional, rot (VU) =0y
uzﬁ-rot(ﬁ) =0= F-rot (ﬁ) =0

Para la condicién suficiente, suponemos que Frot 13) = 0. Como primer paso, en la ecuacion de Pfaff tomamos una variable,
x, y 0 z, como pardmetro. Por ejemplo, z, con lo que dz = 0.

Después obtenemos una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:
P(z,y,2z)dz + Q (z,y,2)dy =0

y al hallar su solucidn general queda

G(z,y,2) =1
Se cumple que
e = nP
& = uQ

En el segundo paso, z deja de ser parametro. Volvemos a la ecuacion de Pfaff que queremos ver si es integrable.
uwPdx + pQdy + pRdz = 0

que se puede escribir

oG oG oG oG
gdm+a—ydy+£dz+ (uR— E) dz=10

hacemos k = pR — 2 y queda
dG + kdz =0

Si k se puede poner en funcién de G y z, la ecuacion resultante es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. Esto nos
va a dar un método general para resolver las ecuaciones diferenciales totales.

Como por hipétesis F - rot (13) = 0, entonces también F - rot (,uﬁ) = 0. En este caso,

—

pE = (pP,pQ, pR)

(uP, 10,28 4 k)
0z

00 06 96,
Ox’ Oy’ 0z
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El rotacional es

_, 0G 0G 9G
rot (,uF) = rot<<%,a—y,£) +(0,0,k))

i
= rot(VG)+| £
0 0

_ (9 _9
- \ogy’ oz’

SES
> Pl =

Y el producto pF - rot (,uﬁ)

., - 0G 080G 0G 0k Ok
O—MF'YOt(MF) = (8_3:’6_11’5”“) (a—y,—a—m,O)

0G 0k  0G Ok

Ox 0y Oy Ox

oG oG
ox oy

Ok Ok
ox oy

J (G, k)

J(z,y)

Entre G y k existe una relacion que no depende de x e y, ya que su Jacobiano es nulo. Entonces, k = f (G, 2). O

5.1.2 Método general de resolucidn

Como hemos visto en la demostracion anterior, existe un método general de resolucion de ecuaciones diferenciales totales, que
repetimos a continuacion:

1. Hacemos una de las variables parametro, por ejemplo z, con lo que
P(z,y,2)dz + Q (z,y,2)dy =0
es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y su solucion general es
G (z,y,2) =
2. Lavariable deja de ser un parametro, con lo que la ecuacion diferencial total
uPdx + pQdy + pRdz = 0

la podemaos escribir como

G + (uR—a—G> dz = 0
0z
y para que E - rot (F) =0,
oG
k_:U’R_E_f(sz)

Ejemplo:

(32 + 2y) dx + xdy + 2°dz = 0

Tendriamos que comprobar en primer lugar que F -rot (13) = 0, nos lo creemos.
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1. Hacemos z parametro: dG + (uP + %) dz = 0. La EDO de primer orden queda
xdy +2%dz = 0= G (z,y,2) = oy + 2’2 =¢;

con lo que
& =pQ =u
>pu=1
%:MR:J}Z

2. x deja de ser pardmetro y

a—de+ ,uP—a—G dm+a—Gdy+8—Gdz:O
x Jy 0z

oG
k=f(Ga) = pP——

= 3zz+2y— (y+ 2z2)

= xz+y
La ecuacién diferencial ordinaria que nos queda es

G+ Gaw—0- 99 L _
T G T

y su solucién
InG+lnx=Inc - Gz =cs
por lo que la solucién de la ecuacién diferencial total es

T (:zry + :zrzz) =Cy

5.1.3 Casos especiales de ecuaciones diferenciales totales
Todas las variables estan separadas

P(z)dz+Q(y)dy+ R(z)dz=0
En este caso, siempre se cumple la condicion de integrabilidad, y la solucidn es

/P(x)dx+/Q(y)dy+/R(z)dz201

La ecuacion diferencial total es diferencial exacta

En este caso, rot (13) = 0, ya que la condicion de forma diferencial exacta es

oP _ 0Q 0Q _ 9R 9P _ OR

oy ~— Oz 0z By 0z ~ Oz

Entonces, existe una funcion potencial U : S ¢ R® — Rtal que dU (z,y, 2) = P (x,y,2) de+Q (z,y,2) dy+ R (z,y, 2) dz =
0 con lo que la soluciénes U (z,y,z) = ¢1.

La funcidn potencial se calcula como ya se vio en la asignatura Analisis Vectorial y Ecuaciones Diferenciales |. Recordamos uno
de los métodos:

Si definimos la funcién potencial como
U.2) = [Pl de+1(0.2)

para calcular f (y, z), derivamos la expresion anterior con respectoay Yy z, y las igualamos a @ (z,y,2) y R (z,y, z), respecti-
vamente. De estas dos ecuaciones que obtenemos calculamos la funcion f (y, z).
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La ecuacion diferencial total tiene una sola variable separada

Si por ejemplo esta separada la x, la ecuacion tiene la forma

P(z)dz+Q(y,2)dy + R(y,2)dz=0
si lo esta la y,

P(z,z)dr+Q(y)dy + R(z,z)dz =0
ysiloestala z

P(z,y)dz+ Q (z,y)dy + R(z)dz =0
En este caso, la condicion de integrabilidad se obtiene:

~ ~ ~

k

- — t J
F-rot(F) = (P(z,9),Q(z,y),R(2))| 0/0z 0/0y 0/0z
P(z,y) Q(zy) R(2)
= Pl (-50wn) + Qw0+ rE) (52 - 50) =0

Si R (z) = 0 lo que se tiene es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, que no es un caso que nos interese.

Si % — %—1; = 0 la forma sin la z es exacta, por lo que existe una funcidn potencial U (z, y) tal que dU (z,y) = P (z,y) dz +

Q(z,y)dyy
dU (z,y) + R(2)dz =0

por lo que la solucidn general de la ecuacion diferencial total es

U(:z:,y)—{—/R(z)dzzcl

Se puede llevar a EDT con las variables = 0 y separadas de la misma forma.

Ejemplo:

(x —y)dz —xdy + 2dz =0

La z esta separada, y la forma de (x, y) es diferencial exacta. La solucion por tanto es

22

U(may)'f_? =

Calculamos la funcién potencial

dU (z,y) = (x — y) dz — zdy = zdx — ydx — xdy = zdx — d (zy)

por tanto
2
Uley) = 5 ey
y la solucion a la ecuacién diferencial total es
x> 22
2 T WTg A

Se podia hacer de forma directa escribiendo

zdzx —d (zy) + 2zdz =0
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Ecuaciones diferenciales totales homogéneas

Este método no reduce, complica la ecuacion, pero puede que alguna vez en la vida nos sea Util. Diremos que la ecuacion
P(z,y,2)de + Q (z,y,2)dy + R(z,y,2)dz =0
es homogéneasi P, (Q y R son homogéneas del mismo grado, n:

P (tz,ty,tz) =t"P (2,y,2)

Q (tw,ty,tz) = t"Q (v,y,2)
R (tz,ty,tz) =t"R (z,y, 2)

Se pueden hacer cambios de forma que quede una ecuacion diferencial total con una de las variables separadas. Si el cambio es

y=ap(z)
z=av (z)
la variable separada es la z. Si hacemos el cambio
{ x = yuy (y)
z = yuz (y)
la separada es y, y si el cambio es
{ x = zhy (2)
y = zhs (2)

entonces la variable separada es z.

Usaremaos el primer cambio. Si diferenciamos y sustituimos

Yy =zp dy = pdx + xdp
z=uxv dz = vdx + zdv

P (z,zp, zv) de + Q (z, zp, zv) (udx + xdp) + R (x, zp, 2v) (vdx + zdo)
Como es homogénea de grado n, extraemos la x y queda
x"P (1, pu,v)de + 2" Q (1, p,v) (udx + zdp) + 2" R (1, p, v) (vdx + xzdv) =

(P (17/1'7”) + IUQ (LN:’U) +vR (LH:U)) dz + "L'Q (LN:’U) dll‘ +aR (LN:’U) dv=0

~ J

g(l:v)

Si dividimos la forma diferencial por zg (i, v) obtenemos

dr  Q(Lpv), | R(Lpv)

T g (p,v) g () do=0

Se ve claramente que z esta separada.

Ecuacion diferencial no lineal

Las veremos mas adelante, y se reduciran a
dz =P (v,y,2)dz + Q (z,y,2) dy
Que se puede escribir también como
P(z,y,2)dz + Q (z,y,2)dy —dz =0
y el campo vectorial es

ﬁ:(Pan_l)
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5.2 Ecuaciones en derivadas parciales

5.2.1 Definiciones

> Definicién: una ecuacion en derivadas parciales es una funcion diferencial en la que la variable dependiente depende de
varias variables independientes. Normalmente trataremos ecuaciones en derivadas parciales con dos variables independi-
entes.

1 1 " " "
F (:’U?y?z ('Z’7y) 7Zz7zy7z.’1}.’127zzy7zyy7 . ') = 0

> Definicién: el orden de una ecuacion en derivadas parciales es el mayor orden de derivacion parcial que aparezca en la
ecuacion. En este tema trataremos las ecuaciones en derivadas parciales de primer orden,

F (w,y,z(x,y) ,z;,z;) =0

y en los siguientes las de segundo orden,

! ! " " "
F (x,y,z (xay) 7Zz72yazwwvzzyazyy) =0

> En una ecuacion diferencial ordinaria F’ (;z:,y,y') = 0, la solucién general es una familia de curvas, ¢ (x,y,c) = 0,
mientras que en una ecuacion en derivadas parciales es una familia de superficies.

5.3 Generacion de las ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

5.3.1 Introduccidn

Si partimos de una familia de curvas ¢ (x,y,c¢) = 0, podemos engendrar una ecuacion diferencial ordinaria, eliminando las
constantes arbitrarias. En una ecuacion en derivadas parciales eliminamos funciones arbitrarias:
2
’ lL'
Z,=x+y > z= ?+y:v+<p1 (v)
Si hacemos z,, = 0, queda

'

zx=¢1<x>+z=/¢1<x>daz+my>

Para generar una ecuacion en derivadas parciales de orden p, eliminamos p funciones arbitrarias.

5.3.2 Eliminacién de funciones arbitrarias

Vamos a ver como generar ecuaciones en derivadas parciales eliminando una sola funcién arbitraria, para generar ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden.

Sea la congruencia de curvas caracteristicas

{ [y, 2) =

g (ZL’, Y, Z) =C2
donde fy g son derivables con respecto a x, y y z. Tomamaos la familia de superficies formada por
¥ (f(z,y,2),9(x,y,2)) =0

con ¢ arbitraria y derivable con respecto a f y g. La llamamos integral o solucién general. Para eliminar 1), derivamos con
respectoa x e y:

2=y (fo+ fiz) + 0y (90 + 922 ) =0
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y—= vy (£ + fizy) + 9, (9, +922,) =0
Con lo que obtenemos un sistema lineal homogéneo con respecto a 1/1} y 1/);. Como siempre hay varios casos:

1. Solucion trivial: 1/1} = z/;; = 0, con lo que v es una constante y no una funcioén arbitraria, pero como queremos que sea
una funcidn, esta solucién no puede darse.

2. Determinante del sistema nulo

Tyt 17 0+ 0:%
fy+fzzy gy +gzzy

ror

simplificando,

1o ro

que es una ecuacion en derivadas parciales cuasilineal de primer orden, de la forma

P(x,y,2) 2, + Q (2,y,2) 2, = R(x,y,7)

5.3.3 Eliminacién de constantes arbitrarias

Se eliminan tantas constantes como el nimero de variables independientes. Si tenemos una superficie biparamétrica en forma
normal

h(z,y,z,c1,¢2) =0
siendo A conocida y derivable, derivamos con respecto a x € v,
hy +h,z, =0
hy, + h.z, =0 — Eliminar ¢y, ¢»
h (mayazaclacZ) =0
y se obtiene
F (m,y,z,zw,zy) =0

una ecuacion en derivadas parciales de primer orden. Esta ecuacion puede ser cuasilineal o no lineal. La solucion a dicha
ecuacion no es una integral general, sino una solucién completa. No existe relacién entre las constantes ¢ y ¢».

Ejemplo:
Dada la superficie siguiente, hallar la ecuacion en derivadas parciales de la que es solucién

z=azx+by+ab

7
{zu’v:a
zy:b

y junto con la superficie en si, eliminamos las constantes y obtenemos la siguiente ecuacidn en derivadas parciales

las derivadas son

! ! ! !
2 =Tz, 2y + 22y
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5.4 Integracion de la ecuacion en derivadas parciales cuasilineal de primer
orden

La ecuacidn en derivadas parciales cuasilineal es una ecuacion de la forma

P(x,y,2) 2, + Q (x,9,2) 2, = R(w,y,2)

donde P, @ y R son derivables con respecto a todos sus argumentos. Si Py @ s6lo dependende z ey y R = R(z,y) - 2
entonces es una ecuacion lineal.

Si R (xz,y,z) = 0 se llama ecuacion en derivadas parciales lineal homogénea. Seglin vimos en 5.3.2, eliminando una funcién
arbitraria, si ¢ (f (z,y,2),9 (x,y, z)) es una funcion arbitraria y derivable con respecto a f y g, la eliminacion de ¢ nos lleva a

ognggz+(f%:ﬁ¢)¢=g¢—ﬁ@

P Q R

vy (f(z,y,2),9(z,y,2)) = 0eslasolucion o integral general de esta ecuacion.

Por otro lado, si determinamos las curvas caracteristicas

{ f (xayv Z) C1
g (.’L’, Y, Z) =C2
fY g son derivables con respecto a z, y y z. Si z es la variable independiente y derivamos con respecto a ella,
dy dz __ 0 _ dy
f.z‘+fyd +f dz — f.z‘ .fyd +fzdg;
_>
gz+gydy+gz_:0 —g _gydy+g”_

H dy dz
Resolvemos el sistema para hallar 72 y 2=

dy _ —fo9. + 129, _ Q(2,y,2)

dz _ —f,9.+ 1.9, R(z,y,2)

Escrito en forma simétrica
dx dy dz

P(z,y,2) Q(wz,y,2) R(z,y,2)

donde f y g son soluciones del sistema. Si determinamos ), tenemos una relacién entre fy g, o lo que es lo mismo, entre ¢ 1 y
c2, que da una solucién particular.

> Notaremos en los ejemplos p = 2, y ¢ = z,,.

Ejemplo:

yp—zq =y —2°

Lasoluciones ¢ (f (z,y,2),9 (x,y,z)) = 0con

{ f(-'L';y;Z) &)
g(r,y,2) =c
y f, g soluciones del sistema
dz.  dy  dz
y T o_x y2 — x2
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dos soluciones son

ydy = —zdr — 2° +y%> = ¢,
ydr +zdy =dz — xy — z = ¢

por lo que la soluci6n general de la ecuacion es

V(2 +y*ay—2) =0

Si tuviéramos una ecuacién en derivadas parciales homogénea,

P(z,y) 2z, + Q(z,y) 2, =0
el sistema seria
dx dy dz

P(z,y) Qzy) 0

donde z = ¢, seria una de las curvas caracteristicas y la otra, ¢ (z,y) = c2, vendria de una ecuacion diferencial de primer orden,

dx dy

P(z,y)  Q(z,y)

con lo que la solucion general es

¥ (z,¢(z,y)) =0

u

—
z=¢1 | ¢(z,y)

¢ (z,y) =2 (2)
Para que sea solucidn de la ecuacidn en derivadas parciales,

1 o d(pl !
Za: - du d)z (.’L’,y)

b,
W= 4w Y =y

by (z,9)
Las llevamos a la ecuacion

doy dpy » d , )
P(e,y) 226, +Q2.y) 2o, = L2 (P(e,y) 6.+ Q (@.9) 6, )

Como ¢ (x,y) es solucidn del sistema anterior,

¢, dz + ¢, dy
¢, P+ ¢,Q

Para una ecuacion en derivadas parciales lineal homogénea con n variables independientes, =, : x,,, la ecuacién se escribe

Gpdz + ¢, dy = 0 —

1 ’ ’

Py (zy,20,... ,o0) uy, + P2 (21,02, ,Zn) Uy, + ...+ Py (21,22, .. ,20)u, =0
y el sistema es
dvy dra dz, du
p P ' P, 0
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Se obtienen n curvas caracteristicas

u==cCc
ay (z1,T2,... ,Tp) = C2
s (T1,T2,... ,Tp) = C3
Qp—1 (-Tl,.’L'z, s 7mn) =Cn
y la solucién general se escribe
'l)/J(’U/,Oél,Oéz,... 7an71) =0
0 bien
u =1 (1,az,... ,0, 1)
y la derivada
0 1 0 1 0 1
du = idal + idaz + ...+ Ldan_l =0
80(1 80&2 80471,1

Para hallar soluciones particulares en ecuaciones diferenciales ordinarias, dabamos un valor a las constantes arbitrarias, haciendo
pasar a la solucién general por un punto. En ecuaciones en derivadas parciales, se dan unas condiciones analiticas o geométricas
(la mas sencilla es una directriz que no sea curva caracteristica) donde se apoyen las curvas caracteristicas. Si se toman las curvas
caracteristicas

{ f(-'L';y;Z) =1
g (.’L’, Y, Z) =G
y la directriz, entre ambas se intenta hallar una relacién particular entre ¢ y ¢, eliminando z, y y z.
Ejemplo:
Hallar la superficie integral z = z (x, y) de 4yzp + ¢ + 2y = 0 que pasa por
rT+z=2
A{ yz + 22 =1
2
Yy +z=1
B { 224x=2
La ecuacidn es cuasilineal:
0z 0z
dyz— + =-2
Y9: " B Y
Daremos la solucidn general como una funcion arbitraria de la congruencia de curvas caracteristicas, ¢ (f (z,v,2) ,9 (z,y,2)) =
01
{ f(-'L';y;Z) =1
g (.’L’, Y, Z) =G
El sistema a resolver para hallar la congruencia es
de dy dz
4yz 1 -2

Y las curvas son

2ydy =dz = z+y> =

dyzdz + 2ydr = 2zdz + dx — 2° + = c»
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con lo que la solucién general es
VY (z+y% 2% +2) =0

Ahora particularizamos para la directriz A:

24y =c

T+ 2" = _ 2 2 _
ARt —“ca+e=c+2z"+2+y"=2+1
yr+22=1

con lo que la relacion es ¢, + ¢2 = 3. Entonces, la solucion particular es
24yl +r+22=3

Para la directriz B obtenemos

z+y2:cl
x+22202
yP+z=1
224x=2

las curvas de la directriz son curvas contenidas en la congruencia de curvas caracteristicas, por lo que no se puede
hallar una solucion particular para esta directriz. Tienen que ser ambas curvas caracteristicas para que no se pueda.

Por tanto, se puede decir que no existe ninguna superficie particular de este tipo. |
Ejemplo:
50z 0z
2 2 2
Tty =2
Or Y Jy
Directriz:
z =
r+y=2zy
Hallamos la solucidn general en primer lugar
dz. dy  dz
22 2 =22
1 1 _
y A
1 1
ytz=a
1 11 1
b(E-1100)
y Ty =z
La solucidn particular se obtiene
1 1 _
( i = c1
1 1 _ 1 o —
> + v = C2 =cy—1
_>
z=1 cr—1— % =C
\ T+y=1Y

Usamos la segunda directriz, sumando las relaciones:
co—14+c—c1—1=1—>2¢c —¢c =3

Con lo que la solucidn particular es
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5.5 Aplicaciones de las ecuaciones en derivadas parciales

Vamos a ver el calculo de superficies ortogonales como aplicacion de las ecuaciones en derivadas parciales.
Sea el campo vectorial
F= (P(z,y,2),Q (z,y,2),R(z,y, z))
y el vector normal a una superficie
N= (z;, z;, —1)
Ambos son ortogonales si
F-N=0

Si F coincide con un vector N; normal a una superficie dada F' (z, y, z) = ¢, obtenemos una ecuacion en derivadas parciales al
multiplicar por N.

Por tanto, dada la familia de superficies F' (x,y, z) = ¢, el problema consiste en hallar la superficie ortogonal a ella

N, = (F;,F;,FZ’) =VF

J\72 = (:tz;, :tz;, :Fl)
El producto escalar de ambos vectores es

que es la ecuacién en derivadas parciales de las superficies ortogonales al campo inicial.

Ejemplo:
Hallar la superficie ortogonal a
=2 + y2 =az
que contiene a la curva
z =
?+y? =3

La familia de superficies es

2 2 N 2r 2 2 2
Ay g (_x_y_m+y>

1= ) ) B
z 2

F = =
(z,y,2) =a i -

0 bien

2?4y —az=0— N, = (2z,2y, —a) = <2m,2y,—mzjy2>
ya que a depende de x, y y z. El vector normal a la trayectoria ortogonal es
N, = (z;,z;,—l)
y la ecuacidn en derivadas parciales que tenemos que resolver es

.’L'2+y2

N1~N2:0:2xz;+2yz;+

d:z:_d_y_ dz

20 2y  _z2ty
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La primera curva caracteristica es

d d
—x:—y%lnx—lnyzlncléfzcl
20 2y Y

y la segunda la obtenemos de una regla compuesta

zdz + ydy zdz T Y
R = - = - _— — — — (-
o1 2(x2+y?) —(22+y?) gty ta=a

Asi que la ecuacién de las trayectorias ortogonales es

2 2
¢(£f7+y-+f>:0
Yy 2

Particularizamos para la curva que nos han dado
z
y 4

2.2 .
T 4 2 =g ‘
—>x2+y2+222:202, T =yc

z=1
?+y? =3
Sustituimos z = 1
o . 2cy — 2
2 (2 2 2
v (A1) +2=20 5y = g

y usando la segunda condicion

520y — 2 2c9 — 2
3=c22 : =2¢y—2
clcf+1+cf+1 €2

con lo que 2¢o = 5. Por tanto, la trayectoria ortogonal es
24yt 4222 =5

que es una elipse. |

Ejemplo:
(xz —y? - 22) p+ 2zyq = 22

z =23
y=1

Es cuasilineal. El sistema para hallar las curvas de la congruencia es

que contiene a

dx d_y_dz

22 —y2—22 22y  2z2

Y se obtienen las siguientes curvas

dy dz z
— = — - =C
Y z Y
R xdz + ydy + zdz xdr +ydy + zdz  dz N 22 +y? + 2°
= - E - - E = E - - = — R pu— Ct
“rT (22 —y?2 — 22+ 292 +222)  z(22+y>+22) 22z z >
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Y la relacion entre las constantes es

4

—c = (0201 —cf—l)%

L y=1

de la cual se puede obtener la solucién particular. [ |

5.6 Ecuacion en derivadas parciales no lineal de primer orden

Dada una ecuacidn en derivadas parciales con tres variables, dos independientes:

F(z,y,2,p,q) =0

donde p = zw yq= zy el problema ahora radica en hallar una integral que vamos a llamar completa de esa ecuacion, que tiene
que ser una superficie biparamétrica en forma normal:

f(.’L',y,Z,Cl,Cz) =0

5.6.1 Método de Lagrange-Sharpy

Dada una ecuacidn en derivadas parciales

F(z,y,2,p,q) =0 (5.2)
, derivable con respecto a todos sus argumentos y %, % tales que no se anulan simultdneamente ( FI; + Fq # 0), si suponemos
que encontramos una relacién

¢($,y,2,p,q) = (53)

entonces junto con la ecuacion a resolver podemos despejar py g:

{ p=p(z,y,2.¢)
q=q(z,y,z,c1)

de forma que al sustituirlo en la ecuacion de Pfaff, da como resultado una ecuacion integrable:
dz =p(z,y,2z,¢1)de + q(x,y,z,c1)dy
al integrar obtenemos
f(z,y,2,c1,c2) =0
Para que p (z,y, z,¢1) dz + q (z,y, z,¢1) dy — dz = 0 sea integrable, debe ser F - rot (ﬁ) = 0, es decir

~ ~ ~

_1 . —_ _1 I— he— - —

= —-pq.+qp,—q, +p, =0
Si derivamos las ecuaciones (5.2) y (5.3) con respecto a las variables z, v y z, y aplicando el Teorema de la Funcion Implicita,
podemos obtener las expresiones para p,, q,, Py, 4,, P, Y 4.
/ _(p.th + (quJ}

p - 7 I 7 I
¢ ¢qu_¢pr
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.= —¢,F, + ¢,F,
T UGE - BE,

OO,
Y G F -6, F,
L BB
Y E, =6, F,
o= ~¢.F, + ¢, F.
TGE - GE
. ~¢,F. + ¢.F,
TR

Y llevando estas expresiones a la ecuacion que obtuvimos de la condicion de integrabilidad, se acaba obteniendo
F.é, + F.o, + (pr + qu) . — (pFZ + Fw) ¢, — (qFZ ¥ Fy) 6, =0

que es una ecuacion en derivadas parciales cuasilineal de primer orden con 5 variables independientes. El sistema que se obtiene
se llama sistema caracteristico de Lagrange-Sharpy:

d_:z: _ d_y _ dz _ dp _ dq _ @
F, F, pF,+qF, —@F.+F,) —(¢F.+F,) 0

Podemos hallar muchas integrales primeras de este sistema, por lo que no hay una Unica integral completa. Los pasos a dar para
resolver un ecuacién en derivadas parciales por este método son:
1. Hallar una integral primera ¢ (x,y, z, p, q) = ¢1 del sistema caracteristico de Lagrange-Sharpy.

2. Deesaintegral primeray de la ecuacion en derivadas parciales a resolver despejamosp = p (z,y,2,¢1) Yq = ¢ (z,y,2,¢1),
sustituyéndolos en la ecuacion de Pfaff:

dz = p('rvyazacl) dx + q (%Z/:Zacl) dy
E integrando obtenemos una integral completa

f (m,y,z,cl,@) =0

Ejemplo:

pg=z—=pg—2=0=F(x,y,2,p,q)
1. Escribimos el sistema caracteristico
dr dy dz dp dq do

q P 2pq O—p 0—¢q O

y una de las integrales primeras puede ser

p=y+c
2. El sistema para despejar py g €s
pg-z=0 _  _2__*%2
p=y+a p ytca
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3. Las metemos en la ecuacion de Pfaff

z
dz = (y+c1)dz + <y+01)dy

Dividimos por y + ¢; Y nos queda

d
z :dm—}—%dy
yta (y+c1)

Podemos expresar la solucién de esta ecuacién de la forma
U(z,y) —z=cy

y si observamos cuidadosamente la parte que corresponde a dU (z, y), vemos que

d( i )—dx:0:> i — T =Co
y+a y+a

5.7 Soluciones singulares
> A partir de una solucién completa no se pueden obtener soluciones particulares, pero si soluciones singulares.

Las obtendremos despejando ¢; Yy ¢ del sistema siguiente

f(l',y,Z,Cl,Cz) =0

g =0 - g(z,y,2) =0
2]
=0
si es que se pueden despejar.
Del ejemplo anterior, tenemos
O oo =2, ._0
ey (y+c1)
of
—=0=-1
BCQ

no es posible, por lo que no existe solucidn singular.

Ejemplo:

F=pr+q+pg—2=0

El sistema caracteristico es
de.  dy dz _ —dp  —dq
r+q y+p pl+qg+qly+p) p-p qg—q

Con lo que podemos extraer la integral primera p = ¢; y, junto con la ecuacién original, obtener

z—qcx

= Y+
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Que lo llevamos a la ecuacion en derivadas parciales

zZ—Clx dz — ci1dx dy

dz = cpdx +

dy — =
y—aC zZ—Cx Y+

In(z—cz)=ln(y+c1) +lne

con lo que la integral completa es

Z—C1T
= Co
y+a
Ahora calculamos la solucién singular, en caso de que exista:
f=Ear+ecy+ce—2=0
of _ -0
oy =T+ = - —yr—yr+ay—z2=0=>2y+2=0

2]
O—C]; =y —+ cp = 0
Si al hallar la integral completa hubiésemos tomado dos integrales primeras, por ejemplo

p=c
q=cCz
entonces al introducirlas en la ecuacién y derivando,
dz = cidx + cody = z = 1@ + c2y + ¢3

si igualamos esta Ultima expresion con la ecuacidn original, obtenemos que c1¢; = cs. [ |

Ejemplo:

(x+y)p+(r—y)g

Hacemos el sistema caracteristico
dx dy z

x+y - T—y - y? — 2zy — 22
y hallamos dos curvas integrales
2 2

rdx — ydz = zdy + ydy = %—%—my:cl
—xdx — ydy _ —xdz —ydy z

= sdz = z+y+z=c

2 2 _2xy  y?—2ay—=x

—e?—wy—xy—y> oy —u

5.8 Casos particulares para el calculo de laintegral completa

5.8.1 F(p,q) =0

Si despejamos ¢ en funcion de p, ¢ = g (p) y hacemos una de las dos constantes, por ejemplo p = ¢4, entonces g = g (¢1) y la
ecuacion

dz = pdzx + qdy
podemos escribirla como
dz = crdx + g (c1) dy
cuya solucioén es

z=cx+g(c)y+ e
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582 F(z,y,p,q) =0

En este tipo de ecuaciones no aparece la variable z. Si podemos escribir
C1 =01 (ﬂf,p) =92 (y7q)
entonces

g1 (z,p) =c1 =>p=hy(z,c1)

92 (y,9) =1 = q=ha (y,c1)
que llevado a la ecuacién,
dz = hy (z,c1)dzx + ha (y,c1) dy

es de variables separadas y su solucion es sencilla:

zz/hl (x,cl)d:v+/h2(y,cl)dy+cQ

Ejemplo:
p ¢
x_z_?_]-:OZF(mayapafn
Podemos escribirlo como
2 _ 2
ﬂ‘—l:q—zclﬁ pz—(01+1)$
x2 y ¢ =ay=q==+/ay

y la ecuacién queda
dz = (c1 + 1) 2?dx + \Jerydy
de variables separadas, cuya solucion es

lE3 y3/2
Z:(Cl—i—l)?i\/am%—CQ

Si lo hacemos por el método de Lagrange-Sharpy, tenemos el sistema

de. dy dz _ —dp —dq
1T T "2 p 2¢2 — _2p ¢
2 y 27 Ty z3 el

5.83 F(z,p,q) =0
En este caso no aparecen las variables independientes = e y en la ecuacién. Si la ecuacidn es lineal, conviene hacerlo como ya
hemos visto, pero si no lo es, es mejor hacer el cambio

z==z() cont=cix+y

Con este cambio obtenemos
L0 _ o e
T 9z dt Ox _cldt
0z _dz0t_de
q_ay_ dt 0y  dt

dz dz
F =2 =
(Z(t)’cldt’dt) 0

p

Con lo que la ecuacion toma la forma

que es una ecuacion diferencial ordinaria.
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Ejemplo:

. . 1
p2+q2+1:—2
z

El cambioes z = z (t) cont = ¢y + y, por lo que la ecuacién queda

2 (d2)° (d)"_ 1=
N\t at) T 22

; d V1= 22 ;
+ c{+1d—j:7Z—>\/0f+l\/%dz:ﬂ:dt
z —z

Hacemos la raiz

y ahora integramos

\/c%+1(—\/1—z2) =4t + e

y por ultimo deshacemos el cambio

—/A+1/1-22=Fc1z+y+c

Si la resolvemos por el método de Lagrange-Sharpy, el sistema es

dx dy dz —dp —dq

2p 2 2@p*+¢®)  pF. qF.

convendria igualar las 2 Gltimas expresiones para obtener

q=cap

y llevandolo a la ecuacion,
. . 1—2? V1— 22
pPl+a)= - o p=f———

z 2/ 1+c]

Y tenemos
VA | V122
dz =% i dr + i a dy
z 1+ z cl+1
/2

Multiplicando por catl, Ilegamos a la expresion que obtuvimos antes. |

V1—22

5.8.4 Ecuacion en Derivadas Parciales no lineal generalizada de Clairaut
Recordemos que en ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden teniamos la ecuacién de Clairaut:
Y= iUZl/’ +9g (y’)
que se resolvia haciendo y' = c.
Ahora tenemos una ecuacion de la forma
z :mz; +yz;+g (Z;,Z;) =zp+yq+gPq)
y ahora hacemos p = ¢1, ¢ = ¢» con lo que

z=c1x+ ey +g(ci,co)
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Demostracion. Es facil de demostrar. Volvemos a escribir la ecuacion:

y aplicamos Lagrange-Sharpy

Lo llevamos a la ecuacion de Pfaff

y la integramos, con lo que nos queda

p+yq+g((p,q) —2=0

—dp dp
_— = - = =
p+p(-1) o P

—dq dq
_— = = =
q+q(-1) o 17°

dz = cidx + cady

Z=cCcT+ cy + c3

Eliminamos ¢3 con z = zp + yq + g (p, q) Y nos quedara finalmente

Que es una solucion completa de la ecuacion.

Ejemplo:

Una solucién completa es

Las derivadas con respecto ¢; Y ¢ son

de donde se tiene que

ar+ ey =—

z=xc1 +ycs +g(c,c2)

z = pr+qy+3p3¢/?

z=cCcT+ oy + 3c}/3c§/3

x4+ 01_2/303/3 =0
Y+ 01/302—2/3 —0
26}/30;/37 vy = 0;1/3051/3

Sustituyendo en la solucién completa, obtendriamos la solucidn singular:

0 bien

1
1/3 1/3
cl/ c2/ = _my

z =

zyz =1
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— TEMA 6
Ecuaciones en Derivadas Parciales de

Segundo Orden (1)

6.1 Consideraciones generales

Dada una expresion con dos funciones arbitrarias ¢ y v,

z2=f(2,9,¢(),9 )

Lo légico seria llegar a una ecuacion en derivadas parciales de 2° orden si eliminamos ambas funciones arbitrarias. Sin embargo,
podemos obtener 6 relaciones (las derivadas primeras y segundas de z) para eliminar 6 funciones (¢, v y sus derivadas primera y
segunda), que no es suficiente. Sin embargo, si derivamos hasta el tercer orden, tenemos 10 relaciones para eliminar 8 funciones.

Sélo en casos especiales la eliminacion de 2 funciones arbitrarias lleva a una sola ecuacién diferencial.

Ejemplo:
Dada la funci6n
u(z,t) =p(z+at) + ¢ (z — at)
hallar la ecuacion de la que es solucion.
Hacemos el cambio = + at = u y © — at = v. Derivamos 2 veces:
ou _dp db Ou_ dp  dv

8z du ' dv ot _adu adv

9z~ du® T dv? 9

Pu AP  d*y 0%u adz_go N adz_@b
du? dv?

con lo que obtenemos, finalmente,

Pu  ,0%u

2=
ot? Ox?

Esta es la ecuacion de la cuerda vibrante. |
Se expresa una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden como

! ! " " "
F(m,y,zz, 2oy By Zgus ):0

YTX) Y Txx) Txy) Tyy

6.2 Casos sencillos de integracion

Hay un par de casos en los que la integracién de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden es sencilla, vamos a verlos
a continuacion.
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6.2.1 No aparecen derivadas con respectoaz 0y

Se pueden dar uno de los dos casos siguientes:

F (m7y7’z7'z.’1}7’z.’t.’1}) = 0
0 bien

F(m,y,z .2 ) =0

Ty Tyy

Para resolverlas se toman y 0 z como parametros (respectivamente en cada una de las ecuaciones), y la solucién general queda

¢>1 (mayazaclacZ) =0-— (bl (37;%37901 (y) ) P2 (y)) =0

¢2 (lE,y,Z,Cl,Cz) =0— ¢2 (xayvszl (J?) 7¢2 (J?)) =0

Ejemplo:

z;z—52;+67;:y

Se toma y parametro y resolvemos la homogénea que se puede resolver como una ecuacion diferencial homogénea
de segundo orden

P =5r+6=(r—2)(r—3)=0= 2 =c; e** +cy e
y la particular

- Y
=A=>A=2
z = 6

con lo que la solucion es, sustituyendo las constantes por funciones arbitrarias de y,

y

z =1 (y) ¥ +¢2 (y) € +5

6.2.2 No aparece la derivada segunda con respecto a zz 0 yy

F (az,y,z,p, Op 8p>

oz’ dy
conp:%yqza—y.

Ejemplo:

hacemos zm = p Y Nnos queda
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y obtenemos las curvas

p:C1—>C1=1/11(02)

£202—>P:1/11 <£>
Yy Yy
Z;ZP:% (5)
22/1/11 (g) dx + 12 (y)

con lo que

y la solucién es

6.3 Ecuaciones en derivadas parciales lineales de segundo orden

Para las ecuaciones en derivadas parciales lineales de 2° orden, que son las que mas nos vamos a encontrar, se puede hacer un
estudio similar a las ecuaciones diferenciales ordinarias.

> Definicion: una ecuacion en derivadas parciales lineal de segundo orden (con z, y variables independientes) es una expre-
sion del tipo

0%z 0%z 0%z 0z 0z

—+S—+T—+P—+Q—+ 7 -2z=F(x,

Ox? + Oz Oy + Oy? + Ox +Q8y oz (z,9)

donde R, S, T, P, Qy Z son funciones de (z,y) (en cuyo caso es una EDP lineal de coeficientes variables de 2 ° orden) o

nameros reales (EDPL de coeficientes constantes de 2° orden).

R

Aplicando los operadores

la expresion queda
(RD} 4+ SD,Dy +TD; + PDy + QDy + Z) z = F (x,y)

~

¢(D;Dy)
Y si R...Z son constantes, seria equivalente al polinomio en D que vimos para las EDO de 2° orden.
La propiedad fundamental de ¢ (D, D,) es la linealidad:

1. ¢ (Dy,Dy) (az) = ap (Dy, Dy) 2
2. ¢(Dz,Dy) (21 +22) = ¢ (D, Dy) 21 + ¢ (Dy, Dy) 22

Y la consecuencia de esto es:
(1) Si z1, 22, . .., z son soluciones de ¢ (D, D, ) z = 0, entonces

k

> ein

i=1
también es solucion de ¢ (D, D,) z = 0. No se puede hablar de solucion general sino s6lo de solucion. Esta consecuencia se
Ilama principio de superposicién de soluciones.
(I1) Si zp, es solucion de ¢ (D, Dy) z = 0, y Z es solucion particular de la completa ¢ (D, D,) z = F' (x,y), entonces

z2=2zp+2Z
serd solucion de la completa:
® (Dx:Dy) z2=¢ (Dxa Dy) (Zh + 2) =¢ (Dx:Dy) zp+ ¢ (Dx:Dy) Z=F ('rvy)

En la mayoria de aplicaciones que vamos a ver obtendremos ecuaciones en derivadas parciales lineales de coeficientes constantes.
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6.4 Soluciones dela EDP homogénea de segundo orden y coeficientes con-
stantes

Dada una EDP homogénea de segundo orden y coeficientes constantes,

8%z 8%z 8%z 0z 0z
7z 722 P 0L v 7. 2=0=¢(D,,D,) 2 =
R8m2+58m8y+ 8y2+ 8m+Q8y+ z2=0=¢( y)z2 =0

R,P,Q,5,T,Z € R

Tenemos varios casos, que vemos a continuacion.

6.4.1 ¢ (D,, D,) es reducible

Que es reducible significa que se puede descomponer en factores lineales de primer grado de derivacion:
(z) (Dz,Dy) = (alDz =+ ley + Cl) (CLQDI =+ szy + Cz)

Puede ocurrir que a1, as, by, b, c1, c2 Sean nimeros reales distintos o proporcionales, con lo que se distinguen dos casos mas que
vemos a continuacién. Antes recordemos de conicas (Algebra) cuando es reducible:

R S/2 PJ2
A=|S/2 T Q)2
P/2 Q2 Z

si A = 0, entonces es reducible, mientras que si A # 0 no lo es.

Veamos a continuacion los casos:

a) (m Dy +bDy+ 1) Y (ae Dy + b2 Dy + ;) forman un sistema lineal determinado
Esto es, que los a;, b;, ¢; son distintos y no guardan una relacién de proporcionalidad. Podemos escribir entonces el sistema como

’ 1

az, + blzy = —c1z
’

axz, + bzzy = —cyz2

Hallamos la solucion de cada una y la suma de las soluciones es la solucion de la total, que sélo en caso de que ¢ (D ,.D,) sea
reducible, sera una solucion general.

’ ’ dx dy —dz
a12z+b1zy:—clz—> a_ = b_ = —c .
1 1 1

y la solucién es

{ aly—blx = k‘l

Inz=Ink - o= z=k e or?
Y (ki,k2) =0~ k2 = @1 (k1)
por tanto, para la primera ecuacion, la solucidn es
£1 _c1,
zien” =1 (ay —bix) > 21 =€ 1" 1 (a1y — by )
y para la segunda
__c2,
2o =€ 2"y (azy — bax)

con lo que la solucion general de ¢ (D, Dy) z = 0 es

z2=21+ 20 = e ? o1 (a1y — b1) + P 2 (asy — bax)
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Ejemplo:

0u 5, 0%u

o2z~ a2
Vamos a ver que se llega a lo que vimos al principio del tema.
(Df - azDi) u=>0
es homogéneay reducible.
(Dt —aDg) (Dy 4+ aDz)u=0
con lo que queda el sistema

(Dt—aDw)u:()—HL:t—au:w:O
(Dt +aDg)u=0— u, +au, =0

De la primera se obtiene

dt dx du u = k1
T+ at = ko

y de la segunda

dt dx du u = ks
F% T —at =ky

Y las soluciones para cada una son

u; = 1 (x + at)
Uy = o (x — at)

con lo que la solucidn general (en el sentido de que al eliminar las dos funciones arbitrarias se obtiene la ecuacion
diferencial) es

u(z,t) = 1 (v +at) + @2 (v — at)

™

218

c-|c-
s

]

b) —k

Sk

El sistema es indeterminado, es decir, que la ecuacion es
¢ (Dy,Dy) z=(aDgy +bDy+c)(aDy +bDy+¢)z=0
Con lo que las dos ecuaciones que obtenemos son iguales. Para arreglarlo, hacemos el cambio
(aDy +bDy +c)z=u
y resolvemos entonces

(aDy +bDy+c¢)z =u
(aDgy +bDy+c)u =0

Para la segunda se obtendra
u=e %@ (ay — bx)
y la primera queda, tras sustituir « por su valor,

(aDy +bD, +¢) 2z = e~ a% ¢ (ay — bx)
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es decir,
az; + bz; =—cz+e o (ay — bz)

Y el sistema caracteristico:

de dy dz
b —cz+e % (ay — bx)

De donde podemos sacar
bdx = ady = ay — bx = ¢;
y la siguiente ecuacion lineal:

v _ dz —>d—2—1(—cz+e£”” (ay — bz))
a —cz+e %y (ay—br) dr a P

y como ay — bx = ¢y, la ecuacion es

La solucién de esta ecuacion queda

c 1
z=¢ a® (5901 (c1)z + Cz)

y para la solucion general hacemos c2 = ¢ (¢1) con lo que obtenemos
- 1
z=e @ (Egal (ay —bx)x + @2 (ay — bm))
que, como podemos observar, es similar a las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden del tipo
(D—r)?y=0
en las que la solucion es de la forma

e (1 + ¢2)

6.4.2 ¢ (D,, D,) =0 no es reducible

En este caso, para
¢ (Dy,Dy) z = (RDﬁ +SD,D, + TDj +PD,+QDy + Z) z=0

lo podemos considerar de la misma forma que para ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, en las que buscabamos
soluciones de la forma e"?:

P(D)e™ =e""P(r)=0
En este caso tenemos 2 variables independientes, asi que las soluciones buscadas seran de la forma
2 = T t+By

y tenemos que ver de dénde provienen « y 3. Al introducir esto en la ecuacién, queda

¢ (Dy,D,) e tBy — paztfy (a2R+aﬁ5+52T+QP+5Q + Z) z2=0

~

)
Propiedad fundamental para el operador ¢:

¢ (D, Dy) eX* 9V = 2740 ¢ (o, f) = 0 & ¢ (, 8) = 0
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Por tanto, la condicion necesaria y suficiente para que e **+5¥ sea solucion de la ecuacion es

¢(a, ) =0

Se hallan los infinitos valores «;, 8; que la verifican y la solucion (no general) es

?
7= § :Ci it thiy
i=1

Resolver ¢ (a, ) = 0 es bastante complicado, pero observamos que
e By = eoT BV — X (2)Y (y)
y con esto podemos ver otro método que nos servira: el método de separacion de variables.

6.5 Método de separacion de variables

Este método tiene una Unica pega: se puede usar siempre que no esté el término de derivadas cruzadas D ,,,. Esto es, que la
ecuacion sea

¢ (Dy,Dy) z = (RD? +TD§ +PD,+QDy+Z)z=0
Ese término se puede eliminar en una forma conica, que lo veremos mas tarde.
Buscamos soluciones z = X (z) Y (y), por lo que tenemos
L =XY
w=XY
Xy’
y = XY

#
y

N_N_N_w

y la ecuacion es entonces
RX'Y+TXY +PXY+QXY +ZXY =0

dividimos por XY y separamos las variables

" ' ’

X X y" Y
\R7+PY+ZJ_jT?_QYJ_)\
f(z) 9(y)

por lo que tenemos las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden siguientes:

RE-—+PX+27Z=2)

" r
Y Y _
—TT - Q? =A
Por lo que hemos convertido el problema en resolver 2 ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con \ arbitrario.
Por tanto, vamos a obtener soluciones indefinidas.

Si apareciese el término cruzado en la ecuacién, apareceria SX 'Y, con lo que al dividir por XY no se podrian separar las
variables.

Este método también es valido para ecuaciones reducibles.

6.6 Calculo de soluciones particulares de la ecuacion completa

Si conocemos una solucién homogénea de la ecuacion ¢ (D ., D,) z = 0, zp, y una particular de la completa
Z2:¢(Dy,Dy)z=F (z,y)
entonces la suma de ambas
z2=2zp+2Z
es solucionde ¢ (D, Dy) z = F (z,y), y sera solucion general si zj, lo es.
Ahora trataremos de calcular las soluciones particulares. Distinguimos 2 casos, igual que antes.

6. Ecuaciones en Derivadas Parciales de Segundo Orden (1) http://www.telecos-malaga.com



6.6. Célculo de soluciones particulares de la ecuacién completa Carlos Garcia Argos - 110

6.6.1 ¢ (D,,D,) es reducible

En este caso, igual que antes, podemos descomponer ¢ (D ., D, ) en dos operadores lineales, con lo que la ecuacién completa
queda

(a1Dg +b1Dy + 1) (a2 Dy + boDy + ¢2) 2 = F (z,y)
Da igual que los coeficientes sean proporcionales entre si que no, ya que para esta ecuacion hacemos

u = (a2Dy + b2Dy + 2) 2

F(:E,y) = (ale + ley + Cl) u

1. Hallamos una solucion  particular

2. Lallevamos a la otra y hallamos la z particular.

Ejemplo:

"

" " 7 7
— — = —2y
Zpy — 225y + 2y — 22, + 2z, =4z e

(D} —2D,Dy + D} — 2D, +2D,) z = 4w e~
Es reducible, y nos queda
(Dy — Dy —2)(Dy — Dy)z =4z e
Si no podemos ver que lo es (y cdmo queda reducida) a la primera, hacemos lo siguiente:

D, =a«a

D, =4 }a2—2a[3+[32—2a+2620

y resolvemos

26+2+/(28+2)°4(5 +26)

o —a28+2)+B°+28=0=>a= 5

finalmente tenemos

por lo que la descomposicion es
(a=p)(a=p—-2)=(Ds - Dy)(D: — Dy - 2)
que es lo que hemos visto antes. Seguimos por tanto, las ecuaciones que se sacan son

(De —Dy)z=0=>2z1=p1(x+Yy)
(Dy =Dy —2)z2=0= 20 = e** ¢y (x + y)

por lo que la solucion homogénea es
zn =1 (x+y) + > oo (z +y)
Ahora hallamos la particular:

(Dy—Dy—2)z=u
(Dy — Dy)u =4z e=?¥
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Resolvemos la segunda, obteniendo

u, —u, =4z e 2
de _dy __du
1 —1 dxe2
La primera curva caracteristica es
rt+y=c
y la segunda la obtenemos de
d_y _ du

—1  4ze?
sustituyendo x por ¢; — y:
d(cp—y)e* Vdy=—-du=u=2(c,—y)e ¥ —e 2 +cy
como buscamos una particular, hacemos ¢, = 0 por ejemplo.
i=e 2 (2(c; —y)—1)
La sustituimos en la primera ecuacion:
(D, =D, —2)z=r¢ % (2z—1)
usando x + y = ¢;. Resolvemos esta ecuacién

z; —z; =2z+e (22 -1)

de _dy e
1 -1 2z+e(2r—1)
Sacamos una curva
T+y=cs
y la otra de
dy dz

1 2z te (2z - 1)
de nuevo usamos la primera curva, para que la solucién particular nos quede, después de integrar,
E=(y"-Q2@+y) —1y) e
y la solucién completa

z:<p1(x+y)+ezw<p2(:v+y)+e_2y(—y2+y—2;z:y)

6.6.2 ¢ (D,, D,) no es reducible

Ahora no podemos hacerla como antes. Hay que hacerla por el método de los coeficientes indeterminados, que sirve también
para las ecuaciones reducibles.

Recordemos que
¢ (Dg, Dy) 2 = 2 ¢ (a, B)

Tenemos varios casos en funcion de la forma de F' (z,y).
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a) F(z,y) = Ceast

En este caso ensayamos soluciones particulares de la forma

=K eax-l-ﬂy

Donde

siempre que ¢ (o, 5) # 0.
De todas formas, si ¢ («, 8) = 0, las buscamos de la forma

0 bien

Ejemplo:

" r 3z7y
Zgp + 22, =€

Hallamos la solucion particular Gnicamente:

Ensayamos la solucién

por lo que la solucion particular es

Ejemplo:

4z, + z;y — 8z, = 3"t
a=1
{ B=2 —=¢(1,2)=0
En este caso, la solucién particular que ensayamos es

’ "

= 2, = Kyyert
zZ= yKl ez+2y — Z, =K ety (2y + 1)

Z;y = Ky eV (4y + 4)
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Y al llevarlo a la ecuacién,

Ky (4D + D} —8D,) y "tV =32V
que queda

Ky "™V (4y + 4y +4 — 8y) = 3T

Klzz

No se debe tener un polinomio en el paréntesis, si se tiene, ha habido un error, o hay que escoger la otra forma de Z.
La solucion particular sera por tanto

3 .
5= Zy et 12y
|
b) F (z,y) = mcos (ax + fy) + nsen (ax + By)
Tenemos dos posibilidades:
> ¢ (ai, Bi) # 0. Entonces, ensayamos soluciones particulares de la forma
Z = kcos (azx + By) + lsen (az + fy)
> Si ¢ (ai, pi) = 0, ensayamos soluciones de la forma
;)= (k cos (az + By) + lsen (az + By))
| y(kcos(az + By) + Isen (azx + By))
Ejemplo:
Zy, — 2z; =sen (3z — y)
a=3 C .
{ B=_1 = ¢(ai, i) =—-9+2i#0
La solucién particular la tomamaos de la forma
2z, = 3kcos (3z — y) — 3lsen (3z — y)
Z=1lcos(3z —y) + ksen(3z —y) = { 2z, = —9ksen (3z —y) — 9lcos (3z — y)
z; = —kcos(3z —y) + Isen (3z — y)
y la ecuacién queda
sen (3z — y) (—9%k — 21) + cos (3z — y) (91 + 2k) = sen (3z — y)
por lo que s6lo tenemos que resolver el siguiente sistema para obtener [ y k:
-9k —-21=1 k=-2
85
{ 2k — 91 =0 é{ =2
|
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Ejemplo:
2y + z;y + 2z = cos (z + y)

{g:} — ¢ (i,i) = 0

Ensayamos

"

Zyy =z (—Acos(z+y)— Bsen(z+y)
z, =z (—Asen(xz+y)+ Bceos(z +y))
2, = —2Asen (x4 y) + 2B cos (¢ + y)
+z (—Acos(z +y) — Bsen(z +y))

)

Z=x(Acos(z+y)+ Bsen(z+y)) — j_—ACOS(:U—i—y)—{—Bsen(,r—{—y)

T

Que llevado a la ecuacion queda

cos (x +y) 2B — 2Asen (xz +y) = cos (z + )
A=0
B=1/2

.z
z:gsen(m—f—y)

C) Fzy =am™y" +...
Es un polinomio entero en zy. En las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden vimos que para una ecuacion como

(D*+1)y = (32% + 5z + 3)
ensayabamos soluciones particulares de la forma

§= Az +Bx+C

pero si no aparecia el término en y, por ejemplo

(D*+D)y=3z>+52+3
entonces las soluciones particulares eran

y= (A.Z'2+B.’L’+C).CL'

Elevando x al menor orden de derivacion que aparecia en la ecuacion diferencial.

En este caso, es bastante similar:

> Sien ¢ (D, D,) z aparece coeficiente en z distinto de cero, ensayamos con polinomios de la forma de F (z, y), es decir
Z=Ax™y" + ...
> Sin embargo, si en ¢ (D, D,) no aparecen z, zm ni zy entonces

Z= A"yt
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Ejemplo:

" r 2
Zyy — 22, +2z=2"Yy
La solucién particular sera de la forma

7= A2’y + Bry+Cy+ D2z’ + Ex+ F

—2z; = —4Azxy — 2By — 4Dx — 2F
=24z + B

Zgy
y al meterlas en la ecuacién, tenemos

2Ax + B — 4Azy — 2By — 4Dx — 2F + Ax’y + Bary + Cy + Da* + Ex + F = 2%y

A=1
D=0
B=44=14
E=-2

C-2B=0=C=238
B-2E+F=0=F=-8

Asi que, finalmente, la solucidn particular es

Z=uay +4ry +8y —2x —8

d) F(z,y) = (2™y" +...) e*=tby
Aplicando el lema que vimos en el tema 2 a

¢ (Day Dy) 2 = g (2,y) e+
tenemos que

Dk o= tBY g (1 y) = e**TFY (D, + a)* g (z,y)

Dy e g (z,y) = e (D, + 8)" g (a,y)
por tanto, la ecuacion queda
¢ (Dz, Dy) e* 40 g (z,y) = eV ¢ (D, + a, Dy + B) g (w0, y)
Asi que las soluciones particulares de la ecuacion
¢ (Dy, Dy) z = g (w,y) 2"+
son
5= heowtBy
donde £ es solucién particular de

¢ (Da 4+, Dy + ) h = g(z,y)
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Ejemplo:

" ! 2
Zpy Ry tz=2"Ye

T—2y

Hallamos la solucién particular. La homogénea queda indeterminada porque no es reducible y esta el término

cruzado.

(D;Dy — D, + 1)z = 2%y " %

F=he W
Siendo £ solucién particular de
(Ds+1)(Dy =2) =Dy = B+1) h =2y
Que queda
(DD, —2D, +1)h = 2%y

que se resuelve igual que en uno de los ejemplos anteriores.

e) F (z,y) suma de todos los anteriores

Como son ecuaciones lineales, la solucion particular sera la suma de las particulares por cada uno de los sumandos.

6.7 Ecuaciones en derivadas parciales de Euler

Son semejantes a las que vimos en el tema 2, pero esta vez con 2 variables independientes.
Z Cmn®"yY"Dy'Dyz = F (x,y)

Haciendo el cambio

Para las derivadas con respecto a x, tenemos

' 0z Ozdu 1 )
Z, = 97 = 0 dv = Duz; = w2, = Dyz

" 622’ 8 1 Zdu "

2, =Dy (Dy —1)(Dy — 2)

TTT

en general,

x z(m) <h1 (D, — n)) z
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Para la variable y es igual, y se obtiene

Y para los cruzados se multiplican ambos:

"y D' Dy z = (1:[ (D, —n)) <1:[ (D, —k)) z

n=0

Ejemplo:

/ 4lnz

2 —
v 2
Y

T 2y — 28YZg, + yzzyy —x2, + 3yz
Hacemos el cambio correspondiente,

T =e"
y=e"

Y nos queda la siguiente ecuacion de coeficientes constantes:
(D, (D, —1)-2D,D, + D, (D, —1)— D, +3D,) z = due?"

Que es de uno de los tipos que vimos antes. |
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— TEMA 7
Ecuaciones en Derivadas Parciales de

Segundo Orden (lI)

En este tema veremos las ecuaciones en derivadas parciales con condiciones iniciales y de contorno, asi como la clasificacion de
las ecuaciones en derivadas parciales.

7.1 Clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales de segundo or-
den
Dada la ecuacion en derivadas parciales
Rz, + Sz, + Tz, + Pz, + Qz, + Zz = F (z,y)
Por su analogia con las conicas,
Rz?> 4+ Sy*> + Tay + P+ Qy + 2
Podemos distinguir, segin S? — 4RT"

> 0 — reducible a hiperbdlica

= 0 — reducible a parabdlica
S? —ART
< 0 — eliptica

Buscamos el cambio

con ry s dos veces derivables y tales que el Jacobiano

Las derivadas de z se obtienen facilmente:

y al sustituir finalmente en la ecuacion, queda
Biz,, + Baz,, + Bsz,, + Buz, + Bsz, + Bez = f (1, 9)

118
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De donde

Carlos Garcia Argos - 119

1 2 ’ 1 ’ 2
B =R (rz) +Sryr, +T (ry)
1 2 ’ ’ ’ 2
Bs=R (sw) + Ss,s,+ T (sy)
Bs =7
Para hallar  y s, hacemos By = B3 = 0si R # 0:
N 2 ;o N 2
R(f) +Shf,+T(f,) =0
- - - 1 2
Donde f = r, s. Dividiendo por (fy)
1 2 1
(L) +skiro
fy fy
Podemos escribir
£ > ~dy _
F=r =@
<fy dz
si f (z,y) = C = df =0, conloque

fodz + fydy =0
y se obtiene la expresion anterior. Por tanto, la ecuacion queda

’

1 2 1
R(y (m)) —-Sy () +T =0
una ecuacion de segundo grado que se puede resolver de la siguiente forma:

S+ +vS?—4RT M2y =hz+a
2R
Podemos tener varias posibilidades segtn el valor de S2 — 4RT

)\2—>y(113)2>\237+62
7.1.1 S? —4RT >0

Se obtienen raices A1, Ao reales y distintas, por lo que tomamos

r=y— Az
s=y— Xz
transformandose la ecuacidn en la siguiente forma candnica

"
BQZ,,,

I r
s = _B4zr - B5Zs - BGZ + f (’I“,S)
que se llama primera forma canénica. Nos interesa sin embargo una forma candnica en la que no aparezca el término cruzado
para que podamos usar el método de separacion de variables. Esto se consigue con el cambio
r+s=«
r—s=2_0
con el que se obtiene la segunda forma candnica:

Zao — %8
Si R = 0, no podriamos calcular Ay y A2, pero la ecuacion seria

5= Cizy + Csz5 + Coz + g (a, B)

I I r 2
Stufy+T(1,) =0
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N 2
de forma que, dividiendo por (fw) obtenemos la siguiente

, N 2
sper(f) -0

fe fe

y como
d.iL' f’ ’
@ = _f_%l =z (y)

la ecuacion se puede escribir como

1

-8z (y)+T (m’ (y))z =0z (y) (T;r

Tenemos dos posibles soluciones:

(v)—5) =0

con lo que tenemos

Con este cambio vamos a llegar a la misma primera forma canénica y hay que hacer el mismo cambio que en el caso en que
R#0.

7.1.2 S? —4RT =0

En este caso, tenemos 1 sola raiz real de multiplicidad 2.
Si R = 0, entonces S = 0y la forma canonica no tiene término cruzado, por lo que el caso de interés es cuando R # 0:

@)= g y= et
YW =or T YT g T A

Sélo podemos obtener 1 curva caracteristica, por lo que nos inventamos la otra

r=1y— %m
s =kix + kay
y exigimos que
J(r,s)
0
Ty’
lo cual nos lleva a
S
_ﬁkz —ki #0
7.1.3 S? —4RT <0
Ahora tenemos dos raices complejas conjugadas:
) S VART — S?
_ S L VART -5 .
y (z) 5p T SR a=tib

y hacemos lo mismo que en el primer caso:

y—(a+ib)z=c =r
y—(a—ib)x=co=3s

7. Ecuaciones en Derivadas Parciales de Segundo Orden (11) http://www.telecos-malaga.com



7.2. Condiciones iniciales y de contorno para ecuaciones en derivadas parciales Carlos Garcia Argos - 121

pero el cambio para obtener la segunda forma candnica es

Ejemplo:

! 2
Zyy — 22, +2z=2"Yy

La solucidon homogénea la tenemos calculada de un ejemplo del tema anterior. ¢ no es reducible:

0 1/2 -1 .
/2.0 0 |=-7#0
-1 0 1

La ecuacidn tiene la misma pinta que la primera forma canonica, por lo que podemos hacer directamente el cambio

{ rt+y=«
r—y=p
y se convierte en
zl —f—zﬁﬂ —z +z
Zoy = Zaal +za66 +zﬁaay+zﬁﬁﬂ o~ 283

llevandolo a la ecuacion tenemos la siguiente ecuacion de variables separadas:

2
” 7 ’ ’ o+ o —
zaa—255—2za—22B+z:< 2B> ( 2[3>

7.2 Condiciones iniciales y de contorno para ecuaciones en derivadas par-
ciales

En las ecuaciones diferenciales ordinarias, veiamos que el nimero de condiciones iniciales es igual al orden de la ecuacion
diferencial.

En ecuaciones en derivadas parciales tenemos 2 variables independientes, una de las cuales se considerara el tiempo, asi que las
condiciones iniciales las daremos para el tiempo. Esto es por las aplicaciones en Telecomunicaciones de las EDP.

El nimero de condiciones iniciales coincide con el orden de la ecuacion en derivadas parciales con respecto al tiempo.

Por ejemplo, en la ecuacion de ondas,
uy, = u,, + A(z,t)
es de segundo orden con respecto a ¢, por lo que habra 2 condiciones iniciales:
u(z,0) = f (z)
G4 (,0) = g (x)

donde f y g son continuas en cierto intervalo donde la ecuacién tiene solucion.

Por contra, en la ecuacion de calor,
ut =a® u .+ B(z,1)
el orden de derivacion de ¢ es 1, por lo que habra una Unica condicion inicial:

u(z,0) = [ (x)
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> Definimos las condiciones de contorno como valores en la frontera de una region en la que la ecuacion tiene solucion.

Hay varios tipos de condiciones de contorno para ecuaciones de segundo grado. Por ejemplo, para las ecuaciones diferenciales
ordinarias:

> Condiciones de Dirichlet

{ y(a) = Ya

Y (b) =Y
> Condiciones de Neumann

{ y (@) =ya

Yy (b) = Yb

> Condiciones de Robin

{ ay (a) + By (a) = ya
Yy (b) +dy (b) = ys

Es decir, que se pueden dar en funcidn de los valores de la solucion, de su derivada o de una combinacion lineal de ambas.

Vemos ahora las condiciones de contorno para las ecuaciones en derivadas parciales:

7.2.1 Condiciones de contorno de Dirichlet

Si la ecuacion en derivadas parciales tiene solucion en una cierta region Q y = € [0, 1]:

u (@, t)| pro) — { u(l,t)

7.2.2 Condiciones de contorno de Neumann

Con las mismas condiciones que antes, siendo % la derivada direccional:

5 (0,1)

Fr(Q) gu (1,t)

7.2.3 Condiciones de contorno de Robin

ou

au (z,t) + 3 o

(z,1)

Fr(Q)

7.3 Solucidon de la ecuacion de ondas con condiciones iniciales

Tenemos la ecuacion de ondas homogénea y unas condiciones inicialesen ¢t = 0,

"

Uy = g,
u(2,0) =  (x)
uj (2,0) = g (2)

donde f y g son funciones continuas en la regién donde la ecuacion tiene solucién.

Se resuelve de la misma forma que con ecuaciones diferenciales ordinarias:
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1. Hallar la solucion general

2. Aplicar las condiciones iniciales

(D} —*D2)u =0 (D; — cD,) (Dt + ¢Dy)u=0
con lo que la solucion general es
u(z,t) = g1 (z+ct) + o2 (x — ct)

Imponemos las condiciones iniciales y determinamos con ellas ¢ y ¢». Primero hacemos el cambio siguiente:

u=2x+ct
v=x —ct
Con lo que
u = B, dex
¢ du dv

u(z,0) = @1 (2) + @2 () = f(2)

i (o0) o (F 2 g

Tenemos un sistema para determinar 1 Y @o:

{ o1 (1) — 2 () = 2 [7 g (€) dE

Sumando las ecuaciones:

@=L 0 e
y restandolas,
flo) 1 [°

Asi queda la solucion:

u(z,t) = 5 +%

flx+ect)+ f(z—ct) 1 /w“t

Ilamada solucién de D’ Alembert.

7.4 Solucion de la ecuacion de ondas con condiciones iniciales y de con-
torno

Ahora tratamos de hallar la solucién a la ecuacion

" "

_ 2
Upp = € Ugy
valida en [0, ], con las condiciones iniciales

{ue0=1t
u; (2,0) = g (2)
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siendo f y ¢ continuas en [0, ] y con las condiciones de contorno de Dirichlet

Con el método que hemos visto antes no se puede hallar para las condiciones de contorno. Hay que hallar la solucion por el
método de separacion de variables.

Buscamos por tanto una solucién de la forma

con lo que la ecuacion nos queda

XT =X T
Dividiendo por XT'
X_ri__
X T

donde ) es una constante. Nos quedan las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

T + 22T =0
X" +AX =0

Empezamos por la segunda:
r? =\
tenemos varias posibilidades:

A>0—r==+V\
A=0—r=0
A<0—=r==2v=-X

El cardcter vibratorio lo da A > 0, y ademas en las otras dos, al poner las condiciones de contorno, siempre se obtiene la solucién
trivial, u (z,t) = 0. Por ejemplo, para A = 0,

X=cz+oc

al aplicar
{ u(0,t) =0
u(l,t)=0

se obtiene

X(D=l=cl+c=c=0 =>X=0->u(zt)=0

{ X (0) =0= C2
Por tanto, nos quedamos con A > 0. En este caso, la ecuacion es
2 4+ Az =0
y la solucién tiene la forma
X = ¢y cos Vz + co sen Vz

Aplicando las condiciones de contorno a la solucién,

X(0)=0=ccos0=0=>¢;,=0
X (I)=0= czsen VX =0 = senvAl =0
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ya que buscamos la solucion no trivial, co = 0 no nos sirve. De esto se obtiene que

nm 2
= (7)
Tenemos infinitos valores de A. La solucion es
X =¢,sen (nTﬂm)
Ahora hallamos la solucién de T
T" +A\2T =0 = r = +ivAc
ya que hemos considerado el caso de A > 0. Entonces, la solucion tiene la forma

T = c3cos (\/Xct) + ¢4 sen (\/Xct) —T = A, cos (nTﬂct) + B,, sen (nl—wct)

Aplicamos el principio de superposicion de soluciones y obtenemos la siguiente serie:

o0
nwT nmct nmct
t) = sen —— CcOos ——— se
u (z,t) nz_:l n— (an ; + B sen 7 >

Donde «,, = ¢, A, Y B = ¢, B,,. Ahora aplicamos las condiciones iniciales para determinar a.,, Y By,

/ nwe cnmw nmwct  enw nmwct
uy (z,t) = sen — | ———a,, sen —— + —f3,, cos
l l l l l
n=1
t=0:
= nwe
x) = Qy, sen ——
f (@) ; nsen —

Si hacemos el desarrollo en series de Fourier de f (x) y g (z) convirtiéndolas en funciones impares para que sdlo aparezcan los
términos en senos:

podemos establecer finalmente

donde, como sabemos,

Q
S %
I
|
~
D
g
9]
=]
U
8
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Ejemplo:
Hallar la solucién de

Up = Ugy
vélida en [0, 2], con las condiciones de contorno
u(0,t) =u(2,t) =0
y la condicién inicial
4 1 nwr
0) = = il fliheg
u (z,0) Z sen —

En primer lugar, tenemos que resolver la ecuacion por el método de separacion de variables:

XT =X'T

T +XT =0
X" +AX =0

{

Todo es muy parecido al desarrollo que vimos para la ecuacion de onda.

- (3)

nm

2

T=Ae M >T=A, 67(%
= nwx nx )2
t) = L ()"t
u (xz,1) T;ansen 5 €
Aplicando la condicion inicial
= nwT 41 nwT
u (z,0) = ZansenT = Z —sen ——
n=1 n impar

De donde sacamos

0 si n es par
- sin esimpar
™

=

Por tanto, la solucién es
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