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Presentacion

Estos apuntes de la asignatura de Métodos Numéricos, impartida en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros
de Telecomunicacion de la Universidad de Malaga se han escrito durante el actual curso 2002/2003, a partir de
los apuntes anteriores, que contenian una serie de erratas e incorrecciones. Ademas, se han ampliado con cédigo
Matlab que implementa algunos de los métodos que se mencionan, asi como algunos ejemplos adicionales, para
facilitar la comprension.

Asimismo, se ha incluido un resumen con lo méds destacado de la asignatura para ayudar a memorizar lo mas
importante de cara al examen.

Cualquier comentario, correccién o sugerencia serd bienvenido a la direccion garciaQRieee.org.

Apuntes escritos usando el programa LyX, front-end para el sistema de tipografia I£TEX 2¢, ejecutado sobre un
sistema Debian Linux.

Se advierte que los apuntes pueden contener errores, por supuesto no intencionados por parte del autor, pero
que se subsanardn tan pronto como se encuentren.

Este documento se termino el dia 14 de Junio de 2003.

Sobre la notacion

A lo largo de todos los apuntes se ha procurado mantener una notacién uniforme, de forma que no haya que
estar pensando constantemente en lo que significa cada cosa.

[aji] significa una matriz cuadrada formada por todos los elementos a j;

el exponente  denota la traspuesta de una matriz o un vector

R representa el conjunto de los nimeros reales

C representa el conjunto de los niimeros complejos

V es la divergencia

V2 es la Hessiana

= [a,b] es un intervalo cerrado

= (a,b) es un intervalo abierto

[a, b) es un intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha

N es el nicleo de una base o una matriz

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 9 http://www.telecos-malaga.com






1. Errores

— TEMA 1
Errores

1.1 Introduccion a los métodos numéricos computacionales

El objetivo de los Métodos Numéricos es el de obtener soluciones aproximadas. Se trabaja con nimeros reales.
Los Métodos Numéricos comprenden el desarrollo y la implementacién y uso de algoritmos numéricos y de
software para la resolucién de un problema fisico, a partir de un modelo matematico del sistema fisico en
cuestion.

Estos Métodos Numéricos se implementan con algoritmos en maquinas de célculo como puede ser un orde-
nador personal con un software adecuado. Hay gran cantidad de software numérico disponible, y ademds de
varios tipos, por ejemplo:

1. Paquetes software: algunos paquetes gratuitos son

& Sistemas de ecuaciones lineales: LINPACK, LAPACK
& Autovalores: EISPACK, ARPACK

2. Librerias de programas:
= IMSL, NAG, HARWELL
3. Sistemas de software cientifico:
& Andlisis numérico: Matlab, octave

& Andlisis simbdlico: Maple V

Estos algoritmos implican una serie de simplificaciones en cuanto al cdlculo exacto de la solucién del problema,
como pueden ser las discretizaciones en los intervalos al calcular integrales numéricamente, evaluacién de
funciones trascendentes de forma aproximada (exponenciales por ejemplo), almacenamiento de nimeros sin
precision infinita, etc. Esto genera indeterminaciones en los resultados, por lo que las soluciones obtenidas no
seran exactas y tendremos que analizar hasta qué punto son validas dichas soluciones.

1.2 Generacion y propagacion de errores

Hay varios tipos de errores que pueden aparecer en la resolucién de problemas:

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 11 http://www.telecos-malaga.com



1.2. Generacidn y propagacién de errores 1. Errores

& Errores experimentales o de medicion: son errores anteriores al cdlculo y por tanto no aplicables a los
Métodos Numéricos.

@ Errores en el calculo numérico:

= Al operar en punto flotante (ordenadores). Son errores de redondeo.

i De discretizacion o truncamiento: son errores propios de los métodos numéricos (no se hace el
limite infinito para una serie, la integral con todos los valores del intervalo, etc.).

= Implementacion del método: errores de programacion.

A continuacién unicamente vamos a considerar los errores de calculo numérico.

Habré que hacer las siguientes consideraciones:

= Compromiso entre error de truncamiento y error de redondeo
& Adecuabilidad del método: convergencia, velocidad, ...

& Coste computacional

1.2.1 Representacion de niimeros

Para representar nimeros reales se usan las bases, que especifican el rango de valores que pueden tomar los
digitos de cada nimero y en cierta medida los digitos que hacen falta para representar un niimero cualquiera.

& Representacion de un niimero real x en el sistema decimal:

T = FC1C2C3- - Cnp-Cnt1- -
- 1071 T S Cntl | Cnt2 )
+ (e + o R
CjG{O,l,...Q}

& Representacion de un nimero real = en base [3:

r = Fdide--dg.dii1-(g

d d
= :F<d1'ﬁk1—|—d2'ﬁk2+"‘+dk+%+%+"'>
dj S {0,1...,3—1}
En los sistemas computacionales suele ser 5 = 2, 8, 16.
& Representacion normalizada:
T = :F.dldg o 'dkkorl e X ﬁe
Donde: dy # 0; e € Z ydyds - - - didy,1 - - - es la mantisa normalizada, esto es, el nimero escrito de
forma que su parte entera es cero y el primer decimal es no nulo.
El almacenamiento en una maquina se realiza como se ve en la tabla 1.1.

La mantisa normalizada consta de ¢ digitos, siendo el primero distinto de cero, y el exponente es tal que
| < e < L. Normalmente una mantisa tiene la forma

.d1d2d3... con d1 #0‘ (1.1)

Como se ha mencionado anteriormente.

Los nimeros que existen para la maquina son los que se pueden representar mediante todas las combinaciones
de esta forma de representacion, los demds no son representables para ella.
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1. Errores 1.2. Generacidn y propagacién de errores

‘ signo ‘ exponente(e) ‘ mantisa normalizada

Tabla 1.1: Almacenamiento de un ndmero normalizado

1.2.2 Truncamiento y redondeo

En un ordenador no se puede almacenar un nimero con infinitos decimales, ya que tiene una limitacién en el
tamano de sus registros. Se usa la numeracion en punto flotante: ¢ digitos en base J y exponente e entre [ 'y L,
limitdndose por tanto la cantidad de nimeros representables.

F(B,t,1,L) = {+.000---0x B} U
{:F.d1d2d3'-'dt><ﬁc,0<d1<ﬂ,0§di<ﬁ,i:22t,l§€§L}

Ejemplo 1.1:
En el sistema de punto flotante F' (2, 3, —1, 2), los nimeros representados tienen la forma
AXY x 2°

Donde X e Y pueden tomar los valores 0 y 1, mientras que e puede ser —1, 0, 1 o 2. Por tanto, hay
16 nimeros validos en este sistema de punto flotante.

El nimero .101 x 27! se puede poner en notacién decimal de la forma

101x270 = (Ix27'40x2%+1x27%) x27!
_ (L 1)L
- \2 8/ 2
5
16

Al representar los nimeros de esta forma, se pierden infinitos valores de la recta real, ya que es imposible
almacenar todos los valores.

v o= (Fodyeedy x )+ (Fadpr oo x 5)

1
= uxfHroxpBh —<|u/<1;0< |y <1

g

El primer paréntesis (u) es la parte del nimero que podemos representar con este tipo de almacenamiento,
mientras que el segundo paréntesis (v) no nos cabe. Tenemos dos técnicas para representar con un nimero
finito de decimales un nimero real:

© Quitar v sin mds: truncar el nimero.
fl(z) =20 =uxp*

Por ejemplo, la representacion truncada de m = 3.14159265 ... con t = 4 decimales es 7* = 3.1415.
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1.2. Generacidn y propagacién de errores 1. Errores

= Redondear el nimero. Es lo mas habitual en los ordenadores de hoy dia. Con el truncamiento, si se
desprecia una parte del nimero que sea pequefia no hay demasiado problema, pero si esa parte es grande
(relativamente), podemos estar obteniendo un nimero aproximado especialmente malo. Por ejemplo, no
es lo mismo truncar 1.9 a 1 que redondearlo a 2 (ejemplo radical).

u x (3¢ lv] <

D=

fliz)=zr=<¢ uxB°+3" u>0v >

N[

ux -3t u<0, v >

N[

Por ejemplo, para el nimero m = 3.14159265... con ¢ = 4 su representacién redondeada serd n* =
3.1416 y cont = 5, 7* = 3.15159.

Una vez aplicado el redondeo, si es necesario, se vuelve a normalizar el ndmero.

Ejemplo 1.2:

Tenemos el nimero 0.999974 - 10* y vamos a redondearlo a 4 cifras:
0.9999 - 10* + 0.0001 - 10* = 1.0000 - 10* néimero no normalizado:
1.0000 - 10* = 0.1000 - 10° ya est4 normalizado

Ejemplo 1.3:

Si tenemos un sistema que sélo representa niimeros enteros, encontramos las siguientes represen-
taciones de nimeros para el truncamiento:

F1(30.4) =30 f1(30.6) =30 f1(30.9) =30 fI(31.1) =31

Mientras que para la representacion redondeada seria

F1(30.4) =30 f1(30.6) =31 f1(30.9) =31 fI(31.1) =31

Si nos encontrdsemos con el caso de f1(30.5), habria que establecer un criterio, que por lo general
serd asignar el que sea par en la base correspondiente.

1.2.3 Errores en la representacion de nimeros en punto flotante

Si x* es un valor aproximado de x: el error que resulta de sustituir x por su forma en punto flotante, x*, se
Ilama error de redondeo (tanto si se usa redondeo como truncado). Tenemos distintas formas de cuantificar el
grado de equivocacion que cometemos al hacer la representacién de = por x*. Estas son las siguientes:

= Error de z*:
12

Esta magnitud tiene signo, el cual hay que interpretar de forma adecuada.

= Error absoluto de x*:

1B] = | — ] (1.3)

Es simplemente el valor absoluto del error visto antes.
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1. Errores 1.2. Generacidn y propagacién de errores

= Error relativo de z*:

E=—— (1.4)

Mide cudnto de grande es el error frente al valor real del nimero z. Se puede representar en forma

porcentual como

x*

— X
e =———100(%) (1.5)

Para ver su utilidad, podemos ver que no es lo mismo equivocarse en 1 metro si la distancia real es de 10
metros que equivocarse en 1 metro midiendo la distancia de la Tierra a la Luna.

1.2.3.1 Cotas de error

Lo normal al calcular un nimero z*, es no conocer el valor exacto x. Por tanto, es imposible conocer el error,
el error absoluto o el error relativo de ese nimero aproximado. De todas formas si que podriamos calcular algo
que nos sirva para conocer el grado de error que tiene ese numero, sus cotas de error.

Un ndmero M es una cota del error absoluto de z* si
2" —x| <M (1.6)
mientras que m es una cota del error relativo de x* si

r -z <m a.7)
T

Lo normal cuando se dice “‘el error absoluto de z es y” es interpretarlo como que y es una cota del error absoluto
de z. Podemos considerar equivalentes las siguientes expresiones

[z" — x| <y r=a"ty

También se suele calcular el error relativo usando el valor aproximado de x, x* para dividir el error (en este

caso la cota):
M

~

.I*
Las cotas de error en la representacion de nimeros en punto flotante truncada (si  # 0) son:

® Fo = —v X ﬁeft

= |Eo| =[] x g7 < 577

_ @)=z _ gt BTt g1t
= leol =" < <TE =4

Cuantas més cifras se tomen, menor serdn las cotas de error (y por tanto el error), y el error absoluto es mayor
cuanto mayor es el nimero aproximado.

Y las cotas para la representacion de nimeros en punto flotante redondeada (z # 0):

—v x et | <1
® Bp={ (1-0)f" u>0o>}
(C1—0) 5t w<; o] >}
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1.2. Generacidn y propagacién de errores 1. Errores

e—t
= |Eg| < &

1—t
= ‘gR’ S 182

La representacion redondeada tiene la mitad de error que la truncada, por lo que es un sistema mejor para
representar nimeros, aunque es ligeramente mas sofisticado.

Normalmente se nota la cota de error relativo con § (z*), mientras que la de error absoluto con A (z*), asi:

MA@ =57 A=

§(an) =0 b = g

Donde z} es el nimero aproximado con truncamiento y x el nimero aproximado con redondeo.
Se suele notar ademads, para los niimeros

x=x"+A(z") (1.8)
¥ =x(1+6(x%)) (1.9

Ejemplo 1.4:

Consideremos los errores absolutos y relativos:

= Sip = 0.3000 x 10! y p* = 0.3100 x 10! el error absoluto es 0.1 y el relativo 0.3333 x 10~1.

= Sip = 0.3000 x 1073 y p* = 0.3100 x 1073 el absoluto es 0.1 x 10~* y el relativo
0.3333 x 101,

= Sip = 0.3000 x 10* y p* = 0.3100 x 10* el error absoluto es 0.1 x 103 y el relativo
0.3333 x 1071,

Se observa que el error relativo es el mismo ain cambiando en varios 6rdenes de magnitud el
ndmero. El error relativo es mas significativo que el absoluto.

[ |
Veamos algunas definiciones:

& Se llama unidad de error de redondeo en base 3 (unit roundoff en inglés) al nimero y = % Bt

= Epsilon de maquina es el menor nimero p > 0 tal que f1 (1 + p) # 1, el nimero que hay que sumarle
a otro para que se obtenga el nimero siguiente en la numeraciéon de la maquina. Es una forma de medir
el nimero de decimales con el que opera una miquina. Por ejemplo, en Matlab, el epsilon de miquina
eps es una constante que vale 2752 ~ 2. 10710, y realmente es 2 veces la unidad de error de redondeo.

& Un valor z* aproximado a x tiene k digitos fraccionarios exactos o correctos en base ( si cumple:

1
¥ — 2| < Eﬁ_k (1.10)

Aunque normalmente se suele hablar de digitos correctos, en algunos libros se habla de digitos exactos.
Si por ejemplo aproximamos el nimero 7 = 3.14159265 ... por 7* = 3.1416, el digito 6 sera correcto
pero no exacto si verifica la relacion anterior.
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1. Errores 1.2. Generacidn y propagacién de errores

& Un valor z* aproximado a x tiene k digitos significativos en base 3 si cumple:

z* —x

11
< 3p (1.11)

x

Visto de otra forma, sobre el nimero:
¥ = dn—l PN dldo . d_ld_g e d,d

~
n digitos d digitos fraccionarios

n+d=1 digitos significativos
Las dos ultimas definiciones son especialmente importantes.

Ejemplo 1.5:
Si consideramos el nimero exacto x = 30.50028 y su aproximacién xz* = 30.500,
n—1l=1=n=2
—d=-3=>d=3
Por tanto hay
i=n+d=2>5
digitos significativos.

Para otro nimero, por ejemplo x = 0.00160428 y z* = 0.001604, tenemos 4 digitos significativos
ya que los ceros sélo sirven para indicar dénde estd el punto decimal.

Si tomamos para el nimero exacto x = 28294 la aproximacién z* = 28300, entonces sélo hay 3
digitos significativos, ya que los ceros nos indican también donde esta el punto decimal.

|
También se puede definir un digito dj como digito significativo correcto (se entiende redondeado) si cumple
1
\x*—m\SA(x*)gilOk k<n-1

Ejemplo 1.6:
Para el valor z* = 30.50028 y el error A (z*) = 0.0005, queddndonos sélo con las cifras signifi-
cativas correctas es

’

x* = 30.500

Ejemplo 1.7:

Si tenemos la siguiente cota de error para un nimero x dado

M < 1101*8 = tol
|z T 2

Donde tol representa la tolerancia, el error relativo del niimero. Si ademds encontramos que una

cota inferior para el nimero x es |x| > 3.75, entonces podemos asegurar

x € [x¥ — 3.75tol, x* + 3.75t0l]
|

Habria que probar desde n — 1 hasta d para encontrar el dltimo digito significativo correcto, pero es mas practico
empezar buscando el d para el que se cumpla la condicién.

Ahora consideremos la aritmética de punto flotante.
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1.2. Generacidn y propagacién de errores 1. Errores

1.2.4 Errores generados en la aritmética de punto flotante:

Definimos una operacién con el simbolo o, de forma que o € {+, —, %, /}.

En una unidad aritmético-légica se utilizan registros como unidades de almacenamiento de los datos que se van
a operar. Estos tienen ¢ posiciones para almacenar la mantisa, aunque en ocasiones se dispone de s posiciones
adicionales, que nos pueden servir para almacenar los datos significativos de los datos en caso de que tengamos
que desplazar los bits de la mantisa de alguno de ellos.

& Si s =t, se habla de aritmética de doble precision
e Sis = 0, se dice que se trabaja con aritmética simple (o de simple precision)

= Sis = 1, entonces tenemos aritmética con centinela

Si tenemos dos niimeros en punto flotante:
fl(@) = x; (Mg, e)

Jl(y) = yi (mya ey)
Donde m,, m, son las mantisas de x e y y e;, e, los exponentes de x e y respectivamente, al hacer la suma, si
tenemos que desplazar la mantisa (cuando e, # e, por ejemplo), se pueden perder digitos si no se dispone de
posiciones adicionales para almacenarlos. Al multiplicar, las mantisas son de ¢ digitos, asi que el resultado serd
de 2t digitos, con lo cual podemos perder una cantidad considerable de precisioén en el calculo.

El caso més deseable es que s = ¢, pero esto implica un coste bastante elevado, por lo que se suele alcanzar un
compromiso. A veces se usa s = 1, aunque soluciones radicalmente econdmicas no tienen digitos adicionales.

El error relativo al hacer una operacion o es:

T*oy

Siendo pn = 58"ty 2* = fl(z); y* = fl(y).
El valor de r depende del de s:

1 si el numero es redondeado
s=t = r= .
2 si el numero es truncado
2 para multiplicacion y division (1.13)
4 para sumas y restas )
S0 = 5 — puede ser muy grande para sumas y restas
- ~ | 4para multiplicacion y division

En el dltimo caso, r depende de los operandos, y no tiene demasiada influencia para multiplicaciones y divisio-
nes.

Por tanto: si hay posiciones adicionales, el error cometido no es realmente problemadtico, sin embargo, cuando
no hay ninguna posicién adicional, podemos tener un error muy grande. Esto ocurre, por ejemplo, al trabajar
con nimeros reales de doble precision, que ocupan al almacenarlos todas las posiciones del registro, incluidas
las adicionales, con lo que se comporta como si s = 0.

Conclusion: una méquina finita comete errores, tanto al almacenar datos como al operar con ellos. Por ello,
en la aritmética de punto flotante se pierden, en general, las propiedades asociativa y distributiva, y habra que
especificar el orden en que se opera.
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1. Errores 1.2. Generacidn y propagacién de errores

1.2.4.1 Propagacion de errores:

Dadas dos aproximaciones de = e y, z* e y* respectivamente, el error total en el resultado de una operacién
aritmética o es la suma del error generado y el propagado:

fl(z"oy)—zoy=fl(x*oy") —a oy +ax" oy —zoy (1.14)
Donde:

& El error generado al hacer la operacién se obtiene suponiendo los datos exactos y el proceso de operacién
inexacto:

fl(z"oy") =z oy’

& El error propagado en la operacién se obtiene suponiendo que los datos son inexactos y que el proceso
de operacion se realiza de forma exacta:

x*oy*_xoy

Si s6lo hay cotas A (-) para los errores absolutos en los operandos, |[z* — x| < A (2*) y |[y* — y| < A (y*), es
claro que, en el supuesto de |z*| > A (z*) y |y*| > A (y*), para el error absoluto se verifica:

Suma A(z*+y*)=A")+A(y")
Resta Az* —y*)=A*) +A(y")

(1.15)
Multiplicacion A (z* X y*) ~ |y*| A (z*) + |z*| A (y*)

Division A (g-) ~ MEEHERU) o y,yt £ 0
Veamos la demostracién para la resta, la multiplicacién y la division:
Para la resta,
@" —y) =@ —y)| = |(@"—2) = (" -y

< |zt -+ |y -yl

< A@E)+AWY)

Para la multiplicacion, si €, 7 son los errores relativos de z* e y* respectivamente:

¥ = z(l4¢)

yo= y(4+7)

'y —xy = z(14+e)y(l1+7)—xy
= XYE + TYT + TYET

= y@@"—o)+xy —y) + @ —2) (Y —y)
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1.2. Generacidn y propagacién de errores 1. Errores

Y tomando valores absolutos se obtiene la expresion antes vista. Los dos primeros paréntesis van multiplicados
por y y x respectivamente, los cuales hay que sustituir por y* y x* respectivamente ya que el nimero que se
conoce es la aproximacion, el nimero almacenado en la maquina.

Para la division es:

(e —2)y+x(y—y")
y*y

y*y

2% — x| |yl + [y* — y||z]
[y |y]

Se hace |z* — z| = A (z¥), [y* —y| = A (y*), x = 2" y y = y* y queda la expresi6én dada.

Volviendo sobre el grupo de ecuaciones (1.15), se puede observar que la divisién puede tener una cota de error
grande, ya que y* puede ser muy pequefio, con lo que su cuadrado lo es mas y el cociente se hace muy grande.

Veamos ahora las cotas de error relativo:

Si ey 7 son los errores relativos de x* e y* respectivamente,

@ty -yl < B ()
Suma wrl S ekl
Resta @ =y -Gy - Bt ()
|lz—y = lz—yl

(1.16)

Multiplicacion W S lel + |7

G)-G)] _

=T

Division | Slel + 7

z
Y

Desde el punto de vista del error relativo, las operaciones peligrosas son las sumas y las restas, ya que se divide
y si los niimeros son pequefios, la cota de error puede ser muy grande.

Aparecen las diferencias cancelativas, operaciones de resta que pueden anular o casi anular términos que
realmente no se anulan, introduciendo un error més grande todavia. Se dan en sumas con operandos de sig-
no contrario y casi del mismo médulo, y en diferencias de nimeros con el mismo signo y médulos también
aproximados.

Ejemplo 1.8:

V14 x—+/1 —zsix ~ 0nos va a salir un resultado erréneo al operar directamente. Para obtener
un resultado mejor, factorizamos la suma:

14— (1-z) 2x
VIt z+Vi—-z Vitz+VI—z

Vitz—V1—=x

Este resultado es preferible, ya que es un nimero muy pequefio multiplicado por 2 dividido entre
un ndmero que es aproximadamente 2. De la otra forma, al hacer la raiz de 1 4+ x siendo x un
nimero muy pequefio queda practicamente la raiz de 1, con lo que el resultado es mucho menos
preciso.

Veamos lo que ocurre con funciones (sucesion de operaciones, una forma de generalizar el error para n opera-
ciones):
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Tenemos y = f (z) donde y es el resultado y z el dato, y y* = f (z*) siendo z* e y* las aproximaciones de x
e y respectivamente. Si f es derivable, podemos desarrollar la funcién en series de Taylor:

f" (")

F@) =fE)+ @)@ -2+ 5= ="+
Si f/ (z*) #0:
ly* =yl = [ ()| Ja" — 2|
Si f' (z*) = 0 hay que considerar la siguiente derivada.
Si ahora tenemos mas de un dato: y = f (x1,x2,...2y); y* = f(x],25,...,2})

Haciendo de nuevo el desarrollo de Taylor y cogiendo la primera derivada de cada término:

|y —y| :Z (‘aw (‘Tl?an'-wmn)

i=1

| — wi‘l) <IVF (@)l lle = 27l (1.17)

Donde la desigualdad viene de la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el subindice 2 indica que es la “norma 2”,
es decir, la norma de un vector tal y como se la conoce (raiz cuadrada de las componentes al cuadrado).

of

ox1 L1
Vf(z*) = : r=|:

of

Don In

y=1@ =g —gll <7y @)z -7
Donde J¢ () es el jacobiano de f.

La norma de una matriz A, ||A|| se calcula haciendo la raiz cuadrada del radio espectral de la matriz por su
traspuesta, que es el médulo mayor de los autovalores de la matriz:

A1, A2, ..., A\, autovalores de la matriz A:

p=p(A)=X/Vi,j |[Ni| > |Aj|; i # j es el radio espectral de A.

[All = Vp (A"~ A) (1.18)

1.3 Inestabilidad de problemas y métodos numéricos

Vamos a empezar con algunos ejemplos:

Ejemplo 1.9:
1,20
Calcular la integral Iog = / dx usando la férmula recurrente I, = % — 611 teniendo
o T
I(] =1In (%) .
Si usamos una calculadora cientifica normal, obtenemos (tras mucho teclear) el valor oy = —22875.75.

Sin embargo, hemos de notar que estamos evaluando una integral positiva en todo el intervalo de
integracién, con lo que el resultado deberia ser positivo. Por otro lado, aunque no se vea a sim-
ple vista, este resultado en médulo es demasiado grande. El mismo cdlculo, realizado con Matlab,
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1.3. Inestabilidad de problemas y métodos numéricos 1. Errores

usando 16 digitos de precision, devuelve Iog = 0.1690451452 ... Este resultado puede parecer
exacto, pero atn asi, sigue sin serlo, ya que acotando la integral, por la de una funcién mayor:

1 $20 1 1
I L odr=——" = — =0.0079365
20 </0 6 T 216 126

un valor menor que el obtenido, y si tiene que ser mayor que el valor real de la integral, esté claro
que ninguno de los dos resultados obtenidos es valido.

Este ejemplo refleja la incertidumbre en el resultado cuando manejamos nimeros reales que al
almacenarlos podemos hacer que se pierdan digitos significativos.

Ejemplo 1.10:

Resolver el polinomio de segundo grado x2 + 1000z + 6.2521308 = 0 usando 8 digitos de reso-
lucién.

, . ., NS
Podemos emplear la férmula que siempre hemos usado para la ocasién: x = W

nemos los resultados siguientes con una calculadora:

, y obte-

1 = —0.00625500
T2 = —999.99375

Teoéricamente, al operar con las raices se obtiene:
T +T2 = —-
r1ro2 = —

1 + x2 = —1000.000005
172 = 6.2549609

En los célculos realizados con Matlab (funcién roots):

1 = —0.00625216989

T2 = —999.99374783

Ejemplo 1.11:

Se tienen los siguientes sistemas de ecuaciones:
0.9999 1 z1 ) _ ( 0.002
2 2 y1 /\ 0.006
0.99995 1 x2 \ _ ( 0.002
2 2 y2 /  \ 0.006

Se obtienen las siguientes soluciones:

r1 =10 y; = —9.997

Tro = 20 Yo = —19.997
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Se observa que a pesar de variar muy poco un dato las soluciones cambian enormemente (en
comparacion con el cambio del dato).

A partir de los ejemplos podemos ver que hay diferentes comportamientos para diferentes tipos de problemas,
ya sea por el método de resolucién empleado o por otras causas.

Se dice que un método es inestable si para la mayoria de los casos da buenos resultados, pero en algunos casos,
ya sea por la forma de los datos o por la forma de operarlos, se obtienen grandes diferencias (ejemplos 1.9 y
1.10).

Decimos que tenemos un problema mal condicionado si para pequefias variaciones de los datos del proble-
ma, se obtienen grandes diferencias en los resultados independientemente del método o métodos empleados
(ejemplo 3).

Se puede analizar el condicionamiento de un problema con un nimero de condicién relativo, definido por

_ |Cambio relativo en la solucion del problemal

=

N¢ (1.19)

|Cambio relativo en el dato de entrada|

En base a este numero de condicion:

& Si es muy grande (> 1), entonces el problema es mal condicionado: la solucién es muy sensible a
pequefias variaciones en los datos

& Si es préximo a 1, entonces el problema estd bien condicionado: la solucién no sufre grandes cambios
con cambios pequefios en los datos

Si cuando resolvemos por un método un problema obtenemos un resultado diferente que la solucién exacta,
cabe plantearse si la diferencia viene de un método inestable o de un problema mal condicionado. Para ello, se
realiza un andlisis, que puede ser de cuatro tipos:

1. Analisis progresivo de error: partiendo de los errores en los datos, analizar, avanzando segtin los cdlcu-
los, los errores acumulados.

2. Analisis regresivo de error: una vez obtenido el resultado, ver de qué problema es solucion exacta (en el
ejemplo 1, cuando hacemos =1 + 2 y £122 1o que hacemos es ver qué coeficientes son los de la ecuacién
que realmente se ha resuelto). Esto es, considerar la solucién calculada como la solucién exacta de otro
problema perturbado. Es la forma més exacta de verificar la estabilidad de un método.

3. Analisis estadistico de error: se trata a los errores como variables aleatorias, con lo que se obtiene una
funcién de distribucidn, a partir de la cual se calcula la varianza, la media, etc.

4. Analisis intervalar de error o por aritmética de intervalos: como no se conoce el dato preciso, se
trabaja con un intervalo en el que sabemos que esta ese dato, y operamos con los extremos izquierdo
y derecho del mismo, de forma que sabemos que el resultado estd dentro de un intervalo que es el que
obtenemos como resultado.

Si tenemos el error regresivo (¢,), el error progresivo (¢;,) se puede obtener como

ep S Ne, - & (1.20)
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2. Algebra lineal numérica I

— TEMA 2
Algebra lineal numérica I

2.1 Introduccion

En la mayoria de los problemas hay que resolver sistemas de ecuaciones lineales, aqui vamos a ver algunos
métodos para resolverlas.

Empecemos por ver algunos conceptos bdsicos:
& Representacion matricial de sistemas de ecuaciones:

a1y +...+apr, = b

ap1X1+ ...+ apnxn = by
Dado este sistema, hay que encontrar los valores de x; para los que se cumplen las relaciones.

ail] ... Qip I b1
A = E '.. E €Tr = E b =
apl ... Qpn Tn b,

Donde A se llama matriz del sistema, x vector de incégnitas y b vector de términos independientes.

En notacién matricial, el sistema se escribe: Ax = b.

A la matriz A|b se la llama matriz ampliada, y resulta de afiadir el vector de términos independientes como la
ultima columna de la matriz del sistema:

ailr ... Qin b1

anl ... Qpp bn

2.1.1 Teorema de Rouché-Frobenius

Para la existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales se usa la siguiente regla:

r(A) #r([A]b]) Incompatible (no existe solucion)

r(A) =r ([A|b]) =n Compatible determinado (una dnica solucion)

r(A) = r ([A|b]) < n Compatible indeterminado (infinitas soluciones)
Donde r (A) representa el rango de la matriz A.

Como introduccién vemos dos métodos de resolucién que no se recomiendan por su poca eficiencia.
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2.1.2 Regla de Cramer

Dado un sistema representado por su matriz del sistema A y por el vector de términos independientes b, las
componentes de su vector de incégnitas x se obtienen de la siguiente forma:

det (A9)
Y7 et (A)

Donde A7 es la matriz resultante de sustituir la columna j de la matriz A por el vector de términos indepen-
dientes, y det (A) representa el determinante de la matriz A.

Para hacer un determinante se puede usar el algoritmo

n
det (A) = Z Ajjagj para cada j
i=1

Lo que requiere n determinantes de orden n — 1, n productos y n — 1 sumas. Por tanto en total son (n! — 1)
sumas y

ex:E ,—:>61:1—|—§ —
7! !
=0 i=1

Por tanto, el calculo de un determinante tiene un orden de
n!l—1+nl(e—1)=en!—1=0(n!)

operaciones.

Para el método completo habrd que considerar el célculo del otro determinante y el cociente entre ambos, que
resulta en un orden de O ((n + 1)!) operaciones.

Debido a esta eficiencia tan pobre no se recomienda su uso como método para resolver sistemas de ecuaciones.

2.1.3 Calculo de la inversa

Dado que un sistema de ecuaciones se define matricialmente como

Az =D
cabe suponer que la solucidn serd
z=A"1b
en caso de que exista A~!. Definida como
A1 (adjunta (A))?
B det (A)

Donde se define

AH = A* = traspuesta de la conjugada de A (para matrices complejas)
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adjunta (A) = sustituir los elementos por sus adjuntos
Para que la matriz sea invertible debe ser det (A) # 0. En la bibliografia veremos esta condicién como que A
es una matriz “no singular”. Nosotros la llamaremos “regular”.

Es claro que computacionalmente tampoco sirve para resolver los sistemas.

2.2 Métodos directos para sistemas lineales

Fundamentos de Algebra matricial en los apuntes de Algebra de 1° de Luis Gimilio Barboza.

2.2.1 Introduccion: métodos directos e indirectos
Se dice que un método para resolver un problema es directo si tras un nimero finito de operaciones con los
datos del problema se obtiene una solucién al problema, que, en general, serd aproximada.

En los métodos iterativos se calcula una sucesién de vectores que son aproximaciones a la solucién: z*), y en
el limite, tiende a la solucién del problema: .

z = lim z®
S— 00

Cuando se usa un ordenador para resolver un problema por un método de este tipo, no queda mas remedio que
truncar la solucién, es decir, realizar un nimero finito de iteraciones para obtener una solucién aproximada.

Normalmente los métodos iterativos se emplean sélo con problemas de gran tamaio, en los que las matrices
estan esparcidas o dispersas (sparse en inglés), es decir, que tienen la mayoria de sus elementos iguales a cero.

Un ejemplo en telecomunicaciones seria el flujo de una red de ordenadores a nivel internacional (Internet).

2.2.2 Métodos directos

El fundamento bésico de estos métodos es que existen sistemas faciles de resolver, asi que trataremos de trans-
formar el problema que tenemos a uno fécil de resolver.

Tenemos un sistema Ax = b siendo A una matriz cuadrada. Tenemos varios casos:

& A es diagonal. En este caso, las soluciones son:

b;
T, =— 1=1...n 2.1
aj;
= A es ortogonal (A~ = AY):
z=A"1p= A% (2.2)

& A es triangular superior (todos los elementos por debajo de la diagonal principal son cero):

b 1 - , :
Ty = — x;=— | b — Z a;jT; i=n—1:—1:1 (Sustitucion regresiva) (2.3)
Ann A4 j=itl
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& A es triangular inferior:

b1
rl = —

i—1
1
T; — — bi— E aijxj
ai i =

i = 2 : n (Sustitucién progresiva) (2.4)

Tanto la sustitucién regresiva como la progresiva requieren un orden de n? operaciones.

Los cédigos en Matlab para la sustitucién regresiva y la sustitucién progresiva lo vemos en los algoritmos

siguientes.

Algoritmo 2.1: Sustitucion regresiva

%

%

fu

en
%
X
X (

fo

en

M, N]

Metodo de sustitucion regresiva para

sistemas de ecuaciones lineales

nction [x] = sustreg (A, Db)
¢Es valido el sistema?

= size(A);

m = length(b);

(M ~= N) | (tam ~= M)

error ('Las dimensiones del sistema no son validas’);

d;
Vector de soluciones
= zeros(tam,1);

tam) = b(tam)/A(tam, tam);
r k = tam-1:-1:1,
suma = x(k+1l:tam)’*A(k,k+1:tam)’;
x(k) = (b(k)-suma)/A(k,k);
d;

Algoritmo 2.2: Sustitucion progresiva

¢

o

°

o

fu

%

ta
if

M, N]

Metodo de sustitucion progresiva para

sistemas de ecuaciones lineales
nction [x] = sustprog (A, b)
¢Es valido el sistema?
= size(A);
m = length(b);
(M ~= N) | (tam ~= M)

error ('Las dimensiones del sistema no son validas’);

end;

%

Vector de soluciones

x = zeros(tam,1);
x(1) = b(1)/A(1,1);
for k = 2:1:tam,
suma = x(1l:k-1)"*A(k,1:k-1)";
x(k) = (b(k)-suma)/A(k,k);
end;
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2.2.3 Teorema de equivalencia de sistemas
Sea M una matriz invertible (regular). Entonces los sistemas Az = by M Ax = M son equivalentes, es decir,
tienen el mismo conjunto de soluciones.

Es necesario que M sea regular para que

M MAz = M 'Mb= Az =10

Asi pues, vamos a basar los métodos en pasar de Ax = b a Az =b equivalentes donde el tdltimo sistema sea
facil de resolver (alguno de la seccién anterior).

A~

A=MA, b= Mb

En los métodos que vamos a emplear no vamos a llegar a calcular una matriz M, simplemente vamos a trans-
formar A en A mediante operaciones elementales.

Esto se puede ver de otra forma:

Si existe tal matriz M, entonces A = M ~1A. De este modo, podemos plantearnos una factorizacion A = N A
de forma que:

NAz — b { Ny = b es la solucién intermedia

Az = y es la solucién final

2.2.4 Método de eliminacion de Gauss

Trabajamos con la matriz ampliada del sistema y hacemos la transformacion:

(Al ~ | AJb]
de forma que A sea triangular o diagonal.
1 0
L= : .t |=(e e ... &)
0 ... 1

I, es lo que se conoce como matriz identidad, y e; son los vectores unitarios de la base canénica (dispuestos
como columnas).

Definimos la matriz elemental de eliminacién gaussiana como:

|
1 0 0
Eji(a) =1+ aejel = . 0 N 0 (2.5
0 0 1

Donde
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det (Eij (o)) = «

Entonces, al hacer Ej; (a) A = A + aejelA nos quedaria la matriz de sistema siguiente (que ademds es
equivalente a la original):

Igual que A
aj1 + aaq .. Qjn + QQip
Igual que A
De forma que, si queremos anular el elemento a ;1 + «a;1, tiene que ser « = —a.;1/a;1. Esta operacion se llama
J J

transformacion de filaequivalencia ‘“sumar a la fila j la fija ¢ multiplicada por «”.

Se define una permutacion de una matriz, P°;; como el intercambio de la fila ¢ con la fila j:

P, = [n+ei(e§—e§)+ej (ef—e?)
= (61 €2 ... € €41 ... €1 € €541 ... 6n)
= P]z
det (P;;) = —1

El determinante de la matriz resultante es el mismo que la original pero cambiado de signo.

Igual
i a1 ... e Qjn

Pj;A = Igual
j a;1 e (0779

Igual

Con esta permutacién se puede mejorar la exactitud de los resultados escogiendo los pivotes que resulten en
menos errores a la hora de dividir por ellos. Esto es porque cuando se divide por a;; al calcular o conviene que
a;; en modulo no sea pequeilo, por estabilidad numérica.

2.2.4.1 Triangulizacién

Primer paso:

lel J1=>1
alV
Eny (am1) -+ B (021) Py a1 = =5
11
Eji (aj;) representa una operacién de suma de la fila ¢ multiplicada por o j; con la fila j.

La matriz resultante de esta operacion:
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1 1 1 1
air ... aip by ag1) agQ) e agn) bg :
agi ... azp by 0 a8y ... ) Y
anl - Gnn b 0 aSQ) ooall b

Donde los superindices (1) indican que son los resultados de una operacién elemental con la primera fila de la
matriz.

El siguiente paso seria:

Pj,» jo > 2 (para no deshacer la operacion anterior)

En2 (a2) - - - E3g (32) Pjyo Qj2 = —

La matriz que nos queda:

1 1 1
a§1) a§2) ... bg )
0 o ...
(2) 4(2)

0 aszy b3

El paso k-ésimo del método:

Py — Eng (k) - Ergp1k (Qpgrk) Pk Jr >k

Y al terminar se obtiene la siguiente matriz:

1 1 1 1
A3y ... G, by
0 i
: : 0 .. :
0 0 ... o pm

El superindice de la dltima fila es realmente n — 1, asi que hacemos una operacién adicional que no sirve para
nada y lo dejamos como n.

A lo largo de todo el proceso hemos multiplicado la matriz ampliada por matrices invertibles, por lo que
el sistema que hemos obtenido al final tiene la misma solucién que el original. La solucién se obtiene por
sustitucidn regresiva, como hemos visto antes.

(@)

Llamamos pivotes a los elementos que se quedan en la diagonal principal, a Zz .

El orden de este algoritmo es de O (%) operaciones.

2.2.4.2 Estrategias de pivotaje o formas de escoger los pivotes

Se usan para elegir los elementos que irdn en la diagonal principal de forma que los errores de redondeo influyan
lo menos posible en el error del resultado.

Se busca la estabilidad numérica del resultado.

Hay dos formas: pivotaje parcial y pivotaje total.
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1. Pivotaje parcial:

En el paso k: se coge de la misma columna el elemento cuyo médulo sea mayor de los que hay a partir

de la fila k.
méx‘a(k_l)‘ = |a;.k
P>k gk Jk
Se intercambian entonces las filas j y ji.
Este método no es numéricamente estable, ya que hay matrices para las cuales el crecimiento del error

invalida el resultado. Son casos muy raros en la practica, pero teéricamente es inestable.

2. Pivotaje total:
En lugar de escoger el elemento mayor de la misma columna se escoge el mayor de la matriz que queda
por triangulizar.

max
n>i,j>k

ag?*l)‘ =

o)

Se intercambian las filas r y j y las columnas sy k.

Al intercambiar columnas se intercambian también las incégnitas, por lo que hay que mantener un vector
de indices que controle el orden de las incégnitas.

Este método es el mas estable, numéricamente.

Ejemplo 2.1:

Vamos a ver el desarrollo por Gauss de un sistema:

6 -2 2 4 12

(1) (1)} _ 12 -8 6 -10 34
[A b 3 —-13 9 3 27
-6 4 1 —-18 =38

Haciendo pivotaje parcial y operando con la primera fila (que ahora es la que era antes la segunda):

12.0000 —8.0000  6.0000 10.0000  34.0000
[A(z) |b(2)} _ 0.0000 2.0000 —1.0000 —1.0000  —5.0000

0.0000 —11.0000  7.5000 0.5000 18.5000

0.0000 0.0000 4.0000 —13.0000 —21.0000

Pivotando de nuevo la segunda por la tercera fila:

12.0000 —8.0000 6.0000 10.0000  34.0000
|:A(3) |b(3)] _ 0.0000 —11.0000 7.5000  0.5000 18.5000

0.0000 0.0000  0.3636 —0.9091 —1.6364

0.0000 0.0000  4.0000 —13.0000 —21.0000

12.0000 —8.0000 6.0000 10.0000  34.0000
[A(4)|b(4)] _ 0.0000 —11.0000 7.5000  0.5000 18.5000

0.0000 0.0000  4.0000 —13.0000 —21.0000

0.0000 0.0000  0.0000  0.2727 0.2727

Y ya tenemos la matriz del sistema triangulizada.

Si se hubiese hecho pivotaje total, en el primer paso, el 18 habria pasado a ser el primer elemento,
y habria que llevar el orden de las incégnitas.
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A continuacién podemos ver el codigo en Matlab para el método de Gauss, con la posibilidad de usar pivotaje
parcial o total.

Algoritmo 2.3: Método de Gauss para sistemas lineales

% Método de Gauss para Sistemas de Ecuaciones Lineales
function [x] = gauss(A,b,pivotaje)

if nargin<3
pivotaje = 'no’;
if nargin<2
error ('Faltan argumentos de entrada’);
end;
end;

¢Es valido el sistema?
] = size(A);
m = length(b);
if (M ~= N) | (tam ~= M)
error (’'Las dimensiones del sistema no son validas’);
end;

% Orden de las soluciones (puede cambiar con pivotaje total)

ordensolucion = 1l:length(b);
for k = 1l:tam,
j = ki
if (A(k,k) == 0)&(strcmp(pivotaje, 'no’) == 1)
% Si el término a(k,k) es cero, pivotamos
pivote = pivotemax (A, j, "parcial’);
end;
pivote = pivotemax (A, j,pivotaje);
if (pivote(1l) ~= Jj) | (pivote(2) ~= k)
coltemp = A(:,k); % Guardamos la columna a intercambiar
A(:,k) = A(:,pivote(2));% Y hacemos el intercambio
A(:,pivote(2)) = coltemp;
filatemp = A(j,:);% Y ahora las filas
A(j,:) = A(pivote(l),:);
A(pivote(l),:) = filatemp;
btemp = b(j); % Y el término independiente
b(j) = b(pivote(l));
b(pivote(l)) = btemp;
soltemp = k; % Intercambiar las soluciones también
ordensolucion (k) = ordensolucion (pivote(2));
ordensolucion(pivote(2)) = soltemp;
end;
for j = k+l:tam,
if (A(j,k) ~= 0)
alfa = -A(j,k)/A(k,k);
filatemp = A(k,:)*alfa;
A(j,:) = A(j,:) + filatemp;
btemp = b(k)*alfa;
b(j) = btemp + b(j);
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end;
end;
end;

[o)

% Matriz A triangular asi que hacemos

[o)

% sustitucion regresiva para obtener la solucion
xtemp = sustreg (A, Db);

o)

% Ahora se ordenan las soluciones

x = zeros(tam, 1);

for k = 1l:tam,

x (ordensolucion(k)) = xtemp (k) ;
end;

2.2.4.3 Diagonalizacién

Ahora la matriz del sistema junto con el vector de términos independientes se transforma en una matriz diago-
nal, para ello, se hacen ceros por encima del pivote.

L1 Ex (air) Py
ik
Las matrices quedan:
1 1 1 1 n n
an a2 ... an b afy afy) af, b U R
asn az ... agz, by O S 0o o ... 0o "
nl @n2 .. Gnp by 0 0 ... ab) oY 0 0 ... ay b

Esta vez si que son n pasos para conseguir la matriz diagonal.

A priori no hay ninguna ventaja con respecto a la triangulizacién, ya que hay que realizar el doble de operacio-
nes. Se usa cuando se quiere calcular la inversa de la matriz A:

Ax:I;A(:U(l) AN )t:(el €y ... €y )t
Az =¢; i=1:n (nsistemas)

Gauss — Jordan 1 Dividiendo por pivotes
Al ~ DI |

I|A71]

—

Este método también se conoce con el nombre de método de Gauss-Jordan.

2.2.4.4 Estrategias de escalado

Para evitar trabajar con nimeros muy pequefios, se puede hacer un escalado de las ecuaciones o de las incégni-
tas:
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D 'ADyy = D'

=Dy Ly
Siendo D y D9 matrices diagonales.

Estrategia de equilibrado: que los elementos de la matriz D7 LAD, estén en un mismo rango de valores.

2.2.5 Métodos de Crout y Doolittle

Se basan en la factorizacién LU de la matriz del sistema, de forma que quede el producto de una matriz trian-
gular superior (U) y una triangular inferior (L):

lll 0 e 0 uip U2 ... Uip
121 122 . 0 0 U292 ... Uop

A=LU=| | : . . . . (2.6)
1 Iz oo lon 0 0 ... uUpp

En principio, al operarlas saldrian n? ecuaciones con n? 4 1 incégnitas, lo cual no es nada practico. Para

evitarlo, se igualan los elementos de la diagonal principal de una de las dos matrices triangulares a uno (I;; = 1
O Uy = 1)

El método de Crout es el que iguala la diagonal principal de la matriz U a 1, mientras que el método de
Doolittle es el que iguala la diagonal principal de la matriz L a 1.

Primero veamos algunos conceptos:

© Definicion: dada una matriz A n xn, se denominan submatrices principales sucesivas a las submatrices:

ay; ... Qg

a;1 ... Qg

I
—_
S

y menores principales sucesivos a los determinantes det (A;) parai =1 : n.

Teorema 2.1. Dada una matriz cuadrada A, si det (A;) # 0 Vi = 1 : n — 1, entonces la matriz admite
factorizacion LU (L matriz triangular inferior y U triangular superior) con [;; = 1 0 u;; = 1. Es condicién sufi-
ciente de matriz factorizable, no necesaria. Si la matriz es invertible y existe su factorizaciéon LU, los menores
principales sucesivos de la matriz hasta el de orden n — 1 son no nulos y la factorizacién es tnica. Es condicién
necesaria y suficiente.

Por tanto, si det (A;) = 0 para algiin i, entonces det (A) = 0 y/o A no es factorizable LU. Esto es, si encon-
tramos algtin menor principal sucesivo nulo y det (A) # 0, la matriz no es factorizable LU, mientras que si
det (A) = 0, tendriamos que tratar de hacer la factorizacién para saber si es posible o no.

e Definicion: una matriz P cuadrada de orden n es una matriz de permutacion si se puede expresar como
producto de matrices elementales P;;.

Teorema 2.2. Sea A matriz cuadrada invertible, entonces existe una matriz de permutacién P tal que la matriz
P A admite factorizacién LU:
PA=LU

Ahora veamos los dos métodos antes mencionados:
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2.2.5.1 Método de Crout

lﬁ:ail 1=1:n Uil = ulz_?llli i =2:n
( i1
lij = a;j Zlikuk] i=7:n
k=1 2.7
j=2:n
j—1
k=1
2.2.5.2 Método de Doolittle
Uiy = a1; i=1:n lii1=1 ln =G i=2:n
J—1
uji:aji—lekuki i:j:n
k=1 (2.8)

7j—1
lijI; Sij<n: lij: aij_zlikukj /Ujj i=j+1:n
k=1

, 3 . . 2
e El orden de estos métodos es de O (2% operaciones. Por tanto, cabria preguntarse para qué nos va

a servir un método que tiene el mismo nimero de operaciones que el método de Gauss. La razén para
hacer la factorizaciéon LU es resolver diferentes sistemas con la misma matriz A y distintos vectores de
términos independientes b, ya que con una sola factorizacion tenemos la de todos los sistemas.

A continuacioén vemos los cddigos para realizar en Matlab los métodos de Crout y Doolittle.

Algoritmo 2.4: Método de Crout

[o)

% Factorizacidén LU por el método de Crout
function [L,U] = crout(A)
if nargin<l
error ('No ha introducido la matriz de entrada’);
else
[cols filas]=size (A);
if cols~=filas
error ('La matriz no es cuadrada’);
else
L=zeros(cols);
U=zeros (cols);
U(l,1)=1;
L(l,1)=A(1,1);
for i=2:cols
U(i,i)=1;
L(i,1)=A(i,1);
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U(l,1i)=A(1,1i)/L(1,1);
end;
for j=2:cols
for i=j:cols
sumal=0;
sumau=0;
for k=1:5-1
if (L(i,k)~=0)&(U(k,j)~=0)
sumal=sumal+L (i, k)*U(k, J);
end;
if (L(j,k)~=0)&(U(k,1i)~=0)
sumau=sumau+L (j, k) *U(k,1i);
end;
end;
L(i,j)=A(i,7])-sumal;
if (j<cols)&(i>7j)
U(3,1)=(A(j,1i)-sumau) /L(3F,J);
end;
end;
end;
end;
end;

¢

Algoritmo 2.5: Método de Doolittle

% Factorizacidén LU por el método de Doolittle
function [L,U] = doolittle(A)
if nargin<l
error ('No ha introducido la matriz de entrada’);
else
[cols filas]=size (A);
if cols~=filas
error ('La matriz no es cuadrada’);
else
L=zeros(cols);
U=zeros (cols) ;
L(1,1)=1;
U(l,1)=A(1,1);
for i=2:cols
L(i,1)=1;
U(1l,i)=A(1,1);
L(i,1)=A(1i,1)/U(1,1);
end;
for j=2:cols
for i=j:cols
sumal=0;
sumau=0;
for k=1:j-1
if (U(k,1)~=0)&(L(j,k)~=0)
sumal=sumal+U(k,i)*L(j,k);
end;
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if (U(k,J)~=0)&(L(i,k)~=0)&(i~=7)
sumau=sumau+U(k, j) *L(1,k);

end;

end;

U(j,1)=A(j,1)—-sumal;

if (j<cols)&(i>7j)
L(i,j)=(A(1i,7)-sumau)/U(3,3);

end;

end;
end;
end;
end;

2.2.6 Método de Cholesky

Se utiliza cuando la matriz del sistema es simétrica;: A = At.

A=LL!
i1 0 i1 ln1
A= :
lnl lnn 0 lnn

2.9)

7j—1
Sij < m; lijz <aij_zlikl]’k> /ljj 1=7+1:n
k=1

El orden del método de Cholesky es de O <”§> operaciones, la mitad que los anteriores.

Teorema 2.3. Una matriz A admite factorizacién Cholesky si y solo si es definida positiva.

= Definicién: una matriz A simétrica es definida positiva si zAz > 0 Va # 0. O bien, es definida
positiva si, y sé6lo si, sus menores principales sucesivos son positivos: det (A;) >0 i =1:n.Eslo
mismo que decir que sus autovalores son todos positivos.

Teorema 2.4. Una matriz A semidefinida positiva admite factorizacion Cholesky para L triangular inferior con
todos sus elementos /;; € R.

Es condicién por tanto para que sea factorizable con elementos reales

det (Az)

2 =
w det (Ai—l)

20 3, =ai >0
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= Sila matriz A es simétrica e indefinida, se puede usar una factorizacién LDL?:

A=LDL'
~ A=At N
A=LU=LDU" "~ U'DL' = U=L"'

Con D diagonal y U tal que %;; = 1, si los menores principales sucesivos son no nulos.

El algoritmo es:

din =an
i—1
vi:aji—kalik lji:;)—;,izlij—l
Pt (2.10)

7j—1
djj = aj; — > vkljk
k=1

Siendo v un vector auxiliar.

No toda matriz simétrica indefinida puede factorizarse de esta forma, por ejemplo:

01
A=
10
Sin embargo, para toda matriz simétrica indefinida existe una matriz de permutacién P tal que:

PAP! = LBL!

Para B simétrica y diagonal por bloques 1 X 1 0 2 x 2. Se hace por los métodos de Aasen y Bunch-Kaufman,
pero no vamos a desarrollarlos.

Ejemplo 2.2:

Dada la matriz

o O N2
o~ D N
Q9 R O
QO NN

determinar o € R para que A admita factorizacién LU.

Solucion:
det(Ai)#O 1=1:3

det (A1) =«
det (Ag) = a? — 4

det (A3) = a® — 5a + 12
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Igualando a cero los resultados, nos quedan los siguientes valores para los que se anulan los me-

nores:
a=0
o =12
a=-3

Vemos que A es factorizable LU Voo € R — {0, —2,2, —3}

Ahora cabe preguntarse si es factorizable para alguno de esos valores. Para ello, utilizamos la
segunda parte del teorema 1:

det (A) = « (a3 — Ta+ 14)

Y vemos que, para los valores encontrados:

a=0 = det(A)=0
a=2 = det(A)#0
a=-2 = det(A)#0
a=-3 = det(A)#0
Por tanto, para los tres dltimos valores no es factorizable, ya que sus menores son nulos. |
Ejemplo 2.3:
Dada la matriz
4 a 4 0
a 3 o 1
A= 4 a 5 -1
0 1 -1 3

hacer factorizacion Cholesky en funcién de « y concretar los valores de « para los que es posible
la factorizacién en aritmética real.

Se ve que la matriz es simétrica, asi que podemos expresarla:

l11 O 0 0

logr 1o 0 O t
A= L

l31 32 I3z 0

Aplicando el algoritmo de la factorizacién, llegamos a los siguientes valores:

Iy =9 lpp = ¥12=0
ln=0 ly= 122_a2 Ly =—1 ly=,/22%

Para que sea factorizable tiene que ser definida positiva, los determinantes son faciles de calcular,
teniendo en cuenta:
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det (A;) = (det (Lz‘))2 = l%ﬂ%z T li2i

Por tanto,

det (Al) =4>0
det (Ag) =12 — o?
det (Ag) = det (AQ)

Y el determinante de la matriz del sistema:

det (A) = 20 — 2a°
Para que sea factorizable:
20 — 202 >0

12—a?2>0

Que tiene dos soluciones, —v10 < o < vV10y —v12 < a < /12 por lo que cogemos la mas
restrictiva. Ademas, si & = ++/10 también es factorizable porque los menores sucesivos son no
nulos.

Asi pues, la matriz es factorizable por Cholesky si y sélo si:

—V/10 < a < V10

Ejemplo 2.4:

Determinar los valores de « para los que A es factorizable LU y resolver el sistema A («) -z = b
para o = 2, siendo A y b:

Ala) =

S O = Q9
S = NN W
=N NN
O = = =

Empecemos por calcular los menores sucesivos de A:

det (A1) =«
det (A2) = 2a — 3
det (Ag) =20 —4

Con lo que se obtiene que es factorizable (en condicién suficiente) para o € R — {0, %, 2}.
Veamos si para alguno de esos valores es factorizable.
det (A) = 2a—1) (a — 2)
Asi, para cada uno de los valores de «:
Invertible, no existe factorizacion

=
= Invertible y tampoco es factorizable
= No es invertible

2 R 2
Il
DO ol O
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En el dltimo caso, como la matriz no es invertible, el teorema no nos asegura nada, por lo que
tenemos que intentar factorizar:

2 3 2 1 l11 1 wis w1z uig
A (2) _ 1 2 2 1 Crout l21 l22 1 u23 U4

01 2 1 = l31 132 l33 1 U34

00 1 2 l41 l42 l43 l44 1

Y ahora hallamos los valores de los elementos:

Para la primera columna de L:

11 =2
b1 =1
l31—0
ly1=0

La primera fila de U:

hiue =3; upp =3
lhuig=2; uwz=1
hiug=1; ug =3
Segunda columna de L:
biugg +los =2; lpp =13
l1uie +1l32 =1; Iz2=1
lyguro + 12 = 0; Iy =10

Segunda fila de U:

la1u13 + loougg = 25 ug3 = 2
lorurs + loougs = 1; wgs =1

Tercera columna de L:

l31u13 + l32u23 + 133 = 2; I33 =0
lyrurs + lgougz +laz3 = 1; Iz =1

Tercera fila de U:

l31u14 + I32u94 + I33u34 = 1; 0-u34 =0

El resultado de esta tiltima ecuacion es que ug4 puede valer lo que uno quiera, el problema vendria
al intentar resolverlo con un ordenador, ya que no soporta la divisién por cero y no trabaja con
parametros. Hacemos (8 = us4.

Por ultimo, la dltima columna de L:

lyrurg + laguog + 1438 +1las =25 lay=2-p3

Con este resultado, lo que ocurre es que tenemos infinitas factorizaciones posibles, por lo que la
matriz A es factorizable si, y sélo si:
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3
R—-<0,=
o € {,2}

Veamos ahora la segunda parte del problema: resolver el sistema para o« = 2:

200 0 1314
1 0 o0 01 2 1
_ 2
A(2) 010 0 0 010
0 01 2-p 0 0 0 1
La solucién se obtiene al resolver:
Ly=5b
Uz
Habiendo operado, se obtiene:
—( 1
y=(3 5 s t) s+(2-B)t=-1

r=(-9-3t T+3t -1-2t 1)

2.2.7 Métodos de ortogonalizacion

= Definicién: Se dice que una matriz Q es ortogonal si Q'Q = QQ' = I.

Q|3 = 2'Q'Qz = ata = ||z

La ventaja desde el punto de vista numérico de las transformaciones ortogonales es que son normas isométri-
cas (se mantiene dicha norma), por tanto, estas transformaciones son estables numéricamente. Por contra, los
métodos basados en semejanza o equivalencia de sistemas empeoran el condicionamiento del problema en el
proceso.

Pregunta: | Y entonces porqué no hacemos todo con transformaciones ortogonales y nos olvidamos de Gauss,
Cholesky y los demés?

Respuesta: Porque las transformaciones ortogonales son menos eficientes que el resto de los métodos, si tene-
mos una matriz A m X n a ortogonalizar, el nimero de operaciones es O (3n? (m — %)), por lo que en el caso
de matrices cuadradas, hay que hacer 3 veces mds operaciones que por el método de triangulizacién de Gauss.

Este método se suele usar cuando la estabilidad numérica es prioritaria.

Hay dos métodos que vamos a estudiar: el método de Givens y el método de Householder.
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2.2.7.1 Método de Givens

Se define una matriz de Givens:

1 0 0 0
0 ... cos@ ... senf ... O p
Gpg = : : : : (2.11)
0 ... —senf ... cosf ... 0 q
0o ... 0 0 oo 1
b q

En adelante, consideraremos ¢ = cosf y s = sen 6.

La premultiplicacién por G;q equivale a una rotacién de € radianes en el plano de coordenadas (p, ¢) en sentido
contrario al de las agujas del reloj. Unicamente se cambian las filas p y ¢.

La diferencia de esta matriz con la que se usa en el método de Gauss es que la de Givens es ortogonal, mientras
que la de Gauss no lo es.

t o t
qux—(xl cii Xp1 C Tp—5-Tp Tpyl ... Tg-1 S Tp+C Ty ... :L‘n)

Si queremos anular el g-ésimo elemento:
sTp+crg =0

Entonces, usando

Llegamos a que los valores de s y ¢ son

—x T
/2 2 /.2 2
xp—l—mq wp+xq

El método de Givens consiste en sucesivas transformaciones de rotacién usando matrices de Givens hasta
reducir la matriz A rectangular m X n a una triangular. Si m > n:

(2.12)

Ry

t, Gt A =
Gt...GtA <o

) A c Rmxn Rl c Rnxn

Siendo R; triangular superior.

La matriz Q = Gj--- G, no se suele calcular y sélo se almacena un nimero por rotacién en la posicién
anulada. Se suele usar este método con matrices dispersas.

Ejemplo 2.5:

Dada la matriz

s
I
S = W
w O Ut
Lo M W
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La primera rotacion tiene que anular el elemento (2,1) conel (1, 1), por lo que

—4

S = —— — —
1/32_|_4:2

Y la matriz de Givens es

G =

Asf que, al premultiplicar A por la matriz de Givens traspuesta tenemos

GLA =

0
4/32_{_42

Abhora la reducimos finalmente a triangular eliminando el elemento (3, 2) con el elemento (2, 2):

-3

Asi que la segunda matriz de Givens es

Go =

Y la premultiplicacién nos deja

R=GiGiA=

Ademas, la matriz () ortogonal es

Q=G1Gy =

Ve NeoEwehn

A continuacién se incluye el codigo en Matlab para implementar el método de Givens.

Algoritmo 2.6: Método de Givens para sistemas lineales

% Metodo de Givens
% Uso: [Ab] = givens(A)

function [Q, R] = givens(A)

[m n] = size(A);
Q = eye(m);
R = A;
for i=1l:n
for k=i+l:m
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if (R(k,1) ~= 0)
raiz = sqgrt(R(k,1i)"2 + R(i,1)"2);
s = -R(k,1)/raiz;
c = R(i,1)/raiz;
G = eye(m); % Matriz de rotacion
G(i,1) = c;
G(k,k) = c;
G(k,1) = -s;
G(i,k) = s;
Q = Q*G; % Matriz ortogonal
R = G’'*R; % Matriz triangular inferior
end;
end;

end;

2.2.7.2 Método de Householder

Matriz de Householder:
2
H=1-—uw (2.13)
(O
Donde v es un vector no nulo, de forma que el producto vv? es una matriz cuadrada (simétrica n x n y de rango
1) y v*v un nimero.

La matriz H es simétrica y ortogonal:

U’Ut’UUt ’UUt

HH' =H?>=T+4— "> —4— =1
+ (vtv)2 vto

Fijado un vector x € R", la eleccion de v permite obtener Hx con varios elementos nulos:

1Kk)::( 0 ... 0 zr+signo(xx)o Tpy1 ... Zn )t (2.14)
Donde
n
o= > a? (2.15)
=k
T 0
2uvte . Th-1 ,0
Hr =z — S =T gty VS Tk — | xp — signo(zy) o
v T z
?}tU k:‘-f—l k‘.-i-l
T, T
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. t .
Si demostramos que 2;1—5 = 1, podemos hacer ceros a partir de donde queramos.

El multiplicar o por el signo de xj, es para evitar diferencias cancelativas.

El método de Householder consiste en la sucesiva realizacion de transformaciones (un total de n) de reflexién
utilizando matrices de Householder hasta reducir A € R™*™ a una matriz triangular. Si m > n:

Ry

Hn---HlA:< 0

) Ry € R™ ™ triangular superior

La diferencia con el método de Givens es que la matriz H, al premultiplicar a A, hace que se anulen todos los
elementos de la columna que necesite, no elemento a elemento.

Podemos ilustrar los primeros pasos del método a continuacion:

1. Obtencién del primer vector v(1):

oD = < vgl) asy ... Qpi )t

donde
(1)

vy’ = a1 + signo (a1)

n
Za?l = all + S’l:gno (all) ||A (:7 1)“2
7=1

(siendo || A (:,1)||, 1a norma 2 de la primera columna de A por debajo de la diagonal principal)

2. Calcular la primera matriz de Householder, H:

3. Con H; se hacen ceros por debajo de la diagonal en la primera columna

As = HiA

4. Se obtiene v(?

siendo esta vez

(2)

vy = age + signo (az2)

5. Y de la misma forma que antes, Ho:

6. Se vuelve a multiplicar, ahora As, para hacer ceros por debajo de la diagonal en la segunda columna

Ag = H2A2
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7. Es decir, que en general el vector v() se obtiene como

M:(o

t
Qnj )

(4)
VT il

y la componente ¢ del vector

UZ@ = a;; +

signo (aii)

n
Za?i = a;; + signo (ai;) ||A (1 : m, )],
j=i

8. Y posteriormente se calcula la matriz de Householder

El orden del método es de O (2n2 (

Hi=1-2

MONSON

p®" (D)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

m — H)) operaciones, por lo que es preferible a Givens si la matriz tiene

3

pocos ceros (es densa), pero si lo usamos para matrices dispersas, hacemos operaciones con ceros innecesarias.

Ejemplo 2.6:

Resolver el siguiente sistema usando el método de Householder:

63 41 —-88 1
42 60 51 10

API=1"0 _2s 56 5
126 82 —-71 2
63 + /632 + 422 + 1262 210
1 42 42
oD = 0 — 0
126 126
0
@ _ | 30.8+1/30.8% + 282 + 5.62
v —28
—5.6
Algoritmo 2.7: Método de Householder
% Metodo de Householder
% Uso: [Ab] = househ (A, b)
function [Ab] = househ (A, Db)
[m n] = size(A);
Ab = [A Db];
if m<=n,
nl = m-1;
else
nl = n;
end;
for i=1l:nl
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v = Ab(i:m,1);
nor = norm(v);
if nor > 10*eps;
signo = sign(v(1l));
if abs(v(l)) < 1l0*eps,
signo = 1;
end;
v(l) = v(l) + signo*nor;

[o)

% La siguiente linea estd dividida en 2

Ab(i:m,i:n+1)=Ab(i:m,i:n+1)—-
(2/(v'*v)*v)*(v'*Ab(i:m,1:n+1));
end;

end;

2.3 Sistemas sobredeterminados y pseudoinversas

2.3.1 Sistemas sobredeterminados
Si tenemos un sistema de ecuaciones lineales de la forma
Ax = b, A e R™X", m>n

Usualmente este tipo de sistemas no tiene solucion, ;qué hacemos pues?

Tratamos de calcular Z tal que minimice la norma del vector residual:

z/min || Az — b||3 (2.19)

Teorema 2.5. El vector T es solucion de minimos cuadrados

, 2
min ||Az — b||3 conAeR™" beR™ym>n
zeR™
si, y solo si, T es solucién del sistema de ecuaciones normales:
At Az = A

Si la matriz A A es invertible, es decir, que A tiene rango completo por columnas, la solucién es tnica y es

T = (A'4)"" A%

Ejemplo 2.7:
Hemos reducido una matriz por el método de Householder, de forma que se tiene el sistema
—4.3589 —1.8353 —5.7354 —2.2942 —5.5060
0 3.2606  1.6787  4.8425 3.9547
A 0 0 2.2994 —2.2994 b— 2.0798
N 0 0 0 0 N 0.1002
0 0 0 0 3.0652
0 0 0 0 —3.3636
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Tomamos sélo la parte de la matriz A que no tiene filas nulas:

—4.3589 —1.8353 —5.7354 —2.2942
B! = 0 3.2606  1.6787  4.8425
0 0 2.2994  —2.2994

y la del vector b correspondiente a las filas que hemos tomado para B:

—5.5060
c= 3.9547
2.0798
Ahora el sistema a resolver es

X1
Blx=c¢, 2= 2
€3
T4

Si hacemos x4 = 0 (también podria ser 3 = 0), tenemos la solucién basica de minimos cuadra-
dos, que resulta ser
—0.2416
0.7472
0.9045
0

rB =

Su norma es
|lzg|ly ~ 1.1978

En caso de hacer x3 = 0, tenemos

0.6629
2.5562
0
—0.9045

rpr =

Y la norma es
|EF2 H2 ~ 2.7913

Como las filas de B son linealmente independientes, el sistema B’z = c es incompatible indeter-
minado, y la solucidn serd aquella que tenga norma 2 menor.

De todos los valores de = que verifiquen la ecuacion quiero el que sea min ||z||, (x15). Para ello
se usan las ecuaciones normales de 2? clase:
z=By= B'By=c
Dado que B! B es definida positiva (B! tiene rango completo por filas y B por columnas), entonces
y=(BB) " c= a5 =B(B'B) e

Para nuestra matriz sera
—0.2913

06477
0.9543
0.0498

rLs =

Y la norma de la solucién de minimos cuadrados es

|lzrslly =~ 1.19056
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2.3.1.1 Método de las ecuaciones normales
Consiste en aplicar el método de Cholesky al sistema

AlAz = A%

Sin embargo, este es un problema mal condicionado, asi que normalmente se usa el método basado en transfor-
maciones ortogonales (Givens, Householder).

Al hacer una transformacion ortogonal, de forma que QR = Ay tal que

A:QR:(QL 92)(}31):@&

T m—r

& (); es base ortonormal de ¥ (A) (subespacio imagen formado por las columnas de A)

= () es base ortonormal de R (A”) (niicleo de A")

Y se tiene que
AtAx = Alb = R’iQtlQlRlu’C = A'b

2.3.1.2 Método Gram-Schmidt clasico/modificado

Con este método se trata de calcular directamente la factorizacién (1R de A, sin tocar el vector b

A=0Q1R con A€ Rmxn’ Q€ Rmxn’ R € R™*"

Donde ); es normalizada (no es ortogonal porque no es cuadrada): Q{ Q1 = 1:

Ax =b

QlRlx =b = Rlx = Qﬁb

Necesita que las columnas sean linealmente independientes (que la matriz A tenga rango completo por colum-
nas).

Como hacer la factorizacion: Método de Gram-Schmidt

Notamos A y () como matriz de columnas y R triangular:

11 oo Tin
(a1 a2 ... an)=(a1 @ ... @)
0 ... 7Tun

G =1 a1 =qrn

Se trata de escoger 11 de forma que ¢; esté normalizado:
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G = 1
=0, i=1:k-1

dlqr = glan — ringlq

Por tanto:

Nos queda la columna k:

ar =1rigq1 + .. + TeEqk

A —Trinq1—...—T1 k—19k—1
Tkk

qr =

Este método calcula las columnas k-ésima de Q1 y R; en el paso k.

(2.20)

(2.21)

Podemos expresarlo de otra forma mas simple. Suponiendo que existen () y R para las que A = ()R, entonces

la k-ésima columna de la matriz A se puede expresar como

k
ag = Z Tikqi
i=1

Siendo ¢; la i-ésima columna de la matriz (). Suponiendo también que la matriz A tiene rango completo por

columnas, de esta ecuacion se obtiene

k—1

G = ar =D rinti | [Tr
i=1

Si queremos que la columna g, tenga norma 1 se toma
k—1
Tkk = ||Gk — Zﬁk%
i=1

Asimismo, los elementos de la matriz R se pueden ir calculando como

Tik = qiay parai=1,2,..., k—1

A continuacién vemos el algoritmo de Gram-Schmidt implementado en Matlab.

Algoritmo 2.8: Método de Gram-Schmidt
Metodo de Gram-Schmidt para

o\

o\

hacer la factorizacion QR reducida

[o)

% de una matriz A

function [Q, R] = gramsch(A)
[m,n] = size(A);
if m<n,

error ('Las dimensiones de la matriz A son incorrectas’);
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end;
Q = A;
R = zeros(n);
for k=1:n
for i=1:k-1
R(i,k) = Q(:,1)"*A(:,k);
Q(:,k) = Q(:,k) = Q(:,1)*R(i,k);
end;
R(k,k) = norm(Q(:,k));
Q(:,k) = Q(:,k)/R(k,k);
end;

¢

Sin embargo, este método es numéricamente inestable porque los ¢, pierden ortogonalidad, ya que el numerador
en el célculo de las columnas gj, se puede anular usando precision fija en la aritmética de punto flotante.

Por ello, se usa el Método de Gram-Schmidt modificado, que s6lo cambia la forma de calcular las columnas
gk, Y que es numéricamente estable y equivalente al clésico.

ag

ik = llakll Q= 1=

. k=1:n (2.22)
rki:q};ai a; = a; — Tkiqk z:k—l—lzn}

Esto modifica la matriz A, aunque se puede escoger almacenar ()1 en una matriz diferente. Se calcula la k-ésima
fila de Ry y la k-ésima columna de ()1 en el paso k-ésimo.

En realidad lo tnico que hay que cambiar en el algoritmo es la linea
R(i,k) = Q(:,1)"*A(:,k);

Por la linea
R(i, k) = Q(:,1)"*0(:,k);

Con lo que queda el algoritmo siguiente:

Algoritmo 2.9: Método de Gram-Schmidt modificado
% Metodo de Gram-Schmidt modificado
% para hacer la factorizacion
% QR reducida de una matriz A
function [Q, R] = gramschmod (A)
[m,n] = size(A);
if m<n,
error ('Las dimensiones de la matriz A son incorrectas’);
end;
Q = A;
R = zeros(n);
for k=1:n
for i=1:k-1
R(i, k) = Q(:,1)"*Q(:,k);
Q(:,k) = Q(:,k) — Q(:,1)*R(1,k);
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end;

R(k,k) = norm(Q(:,k));

Q(:,k) Q(:,k)/R(k,k);
end;

¢

Los dos métodos de Gram-Schmidt requieren del orden de 2mn? operaciones.

2.3.2 Pseudo-inversas

Dada una matriz rectangular A € R™*", la pseudo-inversa de Moore-Penrose, AT € R"*™, se define
conforme a los siguientes axiomas:

1. ATAAT = AT

2. AATA=A

3. (AAT) = AA*

4. (ATA)Y =4AtA

5. Al trabajar con matrices complejas:

(AA+)* = AAT
Siendo B* = B' con B la conjugacion de los elementos de la matriz.

Si A es rectangular y A*A invertible,

At = (AtA) 7t Al (2.23)

© En general, no se cumple que la pseudoinversa del producto de dos matrices sea el producto de las
pseudoinversas de ambas matrices

(AB)T #£ BTA*
& Por otro lado, se cumple que la traspuesta de la pseudoinversa es igual a la pseudoinversa de la traspuesta
(4%)"= (4"

Teorema 2.6. Cualquier vector x es solucién minimos cuadrados de un sistema Az = b, y ademéds z = A'b
tiene minima norma, si y s6lo si se cumple:

Az = AATDH

Demostracion.

Az — b2 = ||Az— AATH+ AATD b}
|| Az — AA*D|2 + || AAYD — b3 + 2 (Az — AATD)" (AATD —b)
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Siendo:

22t A (AAT — I) b= 22" A" (APAA" — A) b =0

—2b' (AA) (AAT — 1) b= —2b' (AATAAT — AAT)

como AYAAT = AT, lo de arriba vale cero, y queda:

Az — b)) = || Az — AA*D|2 + ||AATD — b2

2.3.2.1 Cémo calcular la pseudo-inversa

Aunque se puede calcular usando la ecuacién que se vio antes, dicha ecuacién sélo es vilida si |AtA| #0,es
decir, si A tiene rango completo por columnas. Por ello, computacionalmente se suele realizar el cédlculo de la
pseudoinversa haciendo la descomposicion en valores singulares de la matriz A (primitiva svd de Matlab).

Toda matriz rectangular se puede descomponer en el producto de una ortogonal, una diagonal rectangular y
otra ortogonal:

op 0 0
0 - 0

A=U]| : o, v (2.24)
0 0 0

Donde o; > 0 se llaman valores singulares de la matriz y o2 son los autovalores de AA’ o A'A. Para
rango (A) = r s6lo hay r valores singulares no nulos.

A=USV!
Dado que V es ortogonal, V!V = I, asi que postmultiplicando toda la ecuacién por V:

AV =USV'V = AV =US

Si notamos v; y u; a las columnas de V' y U, respectivamente,

AUZ‘ = O;U;
O lo que es lo mismo:
AV:A( V1 U2 ... Up ) = ( Avy Ave ... Av, )
US = ( Uy U ... Uy )diag(ai): ( o1u; ooUz ... )
La traspuesta de A es
Al =V SUt
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Si postmultiplicamos por U, dado que U es ortogonal

AU = VSU'U = VS = Alu; = ov;

Asfi que si multiplicamos Av; = ngi por la traspuesta de A,

AtAUZ' = aiAtui
Tenemos la definicién de autovalor (Bw = \w):

t 2
A AUZ' = 0,;V;

Es decir, que a? es autovalor de A’ A con autovector v;.

AAt; = 022 Uu;

Se calculara la pseudoinversa, una vez obtenidos V, .S'y U como

AT =VStyUt
Donde
=~ 0
st=l o L g
0 0

Un ejemplo de aplicacion de este método es la compresion de imagenes:

A=USV!= Zaiuw;&
i=1

(2.25)

(2.26)

Esto sirve para reconstruir la matriz A, y si tenemos una matriz original A muy grande (digamos 1000 x 1000),

con 20 valores singulares, se queda en una mucho més pequeiia (60 x 1000).

La solucién de minimos cuadrados usando la pseudoinversa es

T

xrg=ATb= Z ivi (uﬁb)

o
i=1 ¢

2.4 Estimaciones de error

Ahora vamos a ver lo préximos que estan dos vectores, en lugar de ndmeros.

Definicion: Se definen las normas de un vector x € R™ de la siguiente forma:

(2.27)
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lzlly =
(2.28)
1
n P
Izl = | D ll?
j=1
] = e
Definicion: Para una matriz A € R"*", se define la norma matricial como una aplicacién ||-|| : R™" — R
tal que:
. JJA|>0,||A=0<A=0
2. [laAll = laf[A]
3. [|[A+ Bl < [|All+ Bl
4. [[AB| < [|A[[ Bl
Definicion: norma matricial natural o inducida:
Ax
) = sup 22— g s 2.29)
o P i
Norma 1:
HAUCH1
4l = sup S - . Z il (230)
Norma 2:
A
4l = sup L2el2 = oA = meo 2.31)
(2
Norma infinita:
Am
41 = sup 1l Z i e

El infimo de todas las normas matriciales que pueden definirse de A es el radio espectral de la matriz:

p(A) = 1”n”f 1A

Definicion: Si tenemos una matriz H invertible, se define la norma transformada por una matriz como:
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Al = || AH]|
En el caso vectorial:
Il = [| "]
Definicion: Se dice que una norma matricial es consistente con una vectorial si cumple:

[Az|] < Al =] VA, @

Definicion: Una matriz consistente se dice subordinada si hay un sélo vector x que cumpla la igualdad, es
decir:

g = 0/ [|[Azoll = [|All lzol

Si ||-|| es norma subordinada a una vectorial, se cumple que ||| = 1.

Un ejemplo de norma consistente no subordinada es la norma de Frobenius:

1Al F =

ii |aij|> = \/traza (AAH)

j=1i=1

Ya que ||| = /1.

Definicion: Dada una sucesién de vectores {x(s)} se define su limite de la siguiente forma:

lim z®) = 2*si lim H:U* -z ’ =0
5—00 5—00
En el caso matricial (dada la sucesion {A}):
lim Ag = A, si lim ||Ay — Al =0
S§—00 S§—00

Todo esto sin distincién de normas, ya que todas son equivalentes.
Teorema 2.7. (para una matriz convergente):
lim B°=0 < p(B)<1
57500
Teorema 2.8. Serie matricial geométrica:

o0
I+B+...+BS+...=ZBS
s=0

converge a( — B) ' siy sélosi p(B) < 1.
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2.4.1 Condicionamiento de una matriz invertible

Dado el sistema
Ax =b

Siendo A invertible, al calcular su solucién computacionalmente, habrd que almacenar los datos, lo que origi-
nard un error de redondeo:

(A+eq(A) (x+eq(x)) =b+e, (D) — Ai =1b

Si ahora queremos determinar una cota del error relativo en la solucién,

el @l k() (fea(A)
ler @I = "2 = Ty §1—5n<A><

lea (B)]]
1A] ] )

Siendo
lea (A <ellAll,  llea ) <clbll, el Al JATY <1

k(A) = Al - [[A7Y]

En caso de que A no sea invertible, x (A) = co.

= A k (A) se le llama niimero de condicién, y cuantifica la sensibilidad del problema. Dado el error en los
datos, es un nimero que, multiplicando por él, da la cota de error en el resultado.

Al HA_1H si A es invertible
k(A) = (2.33)
o) si A no es invertible

Se dice que la matriz es perfectamente condicionada si x (A) = 1, mal condicionada si x (A) es un nimero
grande y bien condicionada si es un nimero préximo a 1.

Ejemplo 2.8:
Almacenamos la siguiente matriz:
1 1/2 1/3
A=hilb(3)=1| 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5
En un sistema con precision fija que nos permite almacenar 4 decimales. La matriz del error abso-
luto es
0 0 —t
eq (A) = 0 -t O ) t = 0.0000333 ...
-t 0 0

1.0000 0.5000 0.3333
A= 0.5000 0.3333 0.2500
0.3333 0.2500 0.2000

El nimero de condicién de A es
k(A) =528.54
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Normalmente se tiene

e = max{|le, (A)], ler ()|} < (r (4)) "

Para poder aplicar la definicién del error relativo en la solucién antes vista, se debe cumplir que si

llea (Al
e=ller (Al = =7
1Al
entonces sea 1
llea (A < 7=
[

2.4.1.1 Caso particular: e, (A) =0

Si s6lo tenemos errores en el vector b, entonces

A =b="b+eq(b) = A(x+eq () = b+ eq (b)

Como Az = b, tenemos el sistema

Aeg (z) = eq () = eq (x) = A7le, (b)

Tomando normas
lea ()]l = A" eq (B)[] < ||A7H] llea (B)]]

Se cumple ademas
1 _ 4]
16l = [|Az[| < [[A]l f|]| = il S T

Asi que podemos escribir el error relativo en la soluciéon como

ler @) = 18 <ty pap B — ey e

Ejemplo 2.9:

Dada una matriz A diagonal n x n con a; = 1072, el nimero de condicién en norma oo es

Koo (A) = [|A[| o [|A7Y|, =107%10° =1

Es una matriz perfectamente condicionada a pesar de que det (4) = 107" ~ 0 (con n un relati-
vamente grande).

Ejemplo 2.10:

Sea una matriz A ortogonal (A* = A~L, ||A||, = 1). Su niimero de condicién en norma 2 es

r2 (A) = [|Ally |47, = 14l 14]l, =1

Por eso cuando no se quiere empeorar el condicionamiento de un problema se multiplica por ma-
trices ortogonales.
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Ejemplo 2.11:

Dados 01 > 09 > ... > 0, los valores singulares de la matriz A, la norma 2 de dicha matriz,
rectangular m X n, es
[Ally =V p(ALA) = o4

Mientras que la norma de la pseudoinversa es

4t =

On
Por tanto, el nimero de condicién de una matriz rectangular es
01

K9 (A) =

On

2.4.2 Condicionamiento de un problema de minimos cuadrados
Para el problema de minimos cuadrados se usa el nimero de condicién en norma 2, dado por:

Ko (A) = ﬂ, A e R™™: m > n; rango (A) =n

Or

Teorema 2.9. Dados x5y Z soluciones respectivas de minimos cuadrados de los sistemas:

min ||Az — bl|, min|[(A+ AA)z — (b+ Ad)],

con A,AA € R™" m >mn, rango (A) =nyb, Ab € R™. Si se cumple:

o |AA]L ||Ab||2} (A _p
€= max{ Al Ty f < o) T, 7 1

siendo p = ||Az s — b||,, entonces
T—x b
H Hw [‘z‘SHQ <e| 26y (A) || 2”2 + o (A)2 p2 +0 (82)
k2 V1ol = p? VIIblly = p?

En este caso, al depender del cuadrado del nimero de condicién, es mds inestable para matrices que no sean
perfectamente condicionadas.

2.4.3 El residual y el refinamiento iterativo

Se define el residual de x como:

r=0b— Ax

Si tenemos una solucién calculada &, AZ = b — r, mientras que para una solucién exacta T, AT = b.

Az —T)=—r
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Error absoluto de la solucion calculada:
12—z < [|A~| 7]
Error relativo:

la—z _ Al

el = =l

El residuo no nos dice la diferencia entre la solucién exacta y la calculada.

& — x| [
[A[ ]} = ol = <R (A) o
] 1]
Si resolvemos el sistema A (& —x) = —r (0 A(z — &) =r):
Ay=r

Una vez que tengamos calculadalay, x —z =y; z =2 + v.

Esto es genial para obtener la solucién exacta ;no? Pues no, porque al resolver Ay = r volvemos a cometer
error, y sélo obtenemos una solucién un poco mas aproximada a la exacta. Esta es la base del refinamiento
iterativo. Se suele hacer 2 o 3 veces.

2.5 Métodos iterativos para sistemas lineales

2.5.1 Definicion

Dado un sistema

Ax =b

con A de gran tamafio y dispersa, un método apropiado para resolverlo es alguno iterativo, que basicamente
consiste en construir una sucesién z(*) de aproximaciones a la solucién o soluciones del sistema.

Un método iterativo es consistente con un problema si existe el limite lim () = z*, donde z* es la solucién

S§—00
del problema.
2.5.2 Métodos de punto fijo
2.5.2.1 Definicién, consistencia y convergencia
25t = Ba() 4 ¢ BeR™" ¢eR", s=0,1,... (2.34)
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Teorema de consistencia del método de punto fijo. El método de punto fijo (2.34) es consistente con un sistema
de ecuaciones Az = b para una matriz A no singular si y sélo si I — B es no singular y ¢ = (I — B) A~1b.
Nos dice lo bien que modelan B y ¢ al sistema Ax = B. La consistencia implica por otra parte

solucion (A,b) = solucion (I — B,¢) = A" \b=2= (I - B) ¢

Lectura del teorema:
Si existe el limite 1im z(*) = z* entonces lim z(**1) = 1fm Bz(*) + ¢, y por tanto z* = Bz* + c.

Estamos resolviendo el sistema relativo al método. Como (I — B) z* = ¢, dado que I — B es invertible, existe
una tnica solucién y es la misma que la de Az = b.

)

La consistencia no asegura la convergencia.

Teorema de convergencia del método de punto fijo. El método de punto fijo (2.34), siendo consistente con un
sistema, converge a ([ — B )71 ¢, con cualquier vector inicial () si y sélo si p (B) < 1. Es condicién necesaria
y suficiente.

Dado que es para cualquier vector inicial, se trata de convergencia global.
Expresado de otra forma, como condicién suficiente:

El método de punto fijo (2.34) converge a x* = (I — B )71 ¢ con cualquier vector inicial (%) si || B|| < 1 para
alguna norma matricial subordinada. Si no lo cumple para alguna norma no se puede asegurar nada, ya que
p(B) < ||B]|, y puede haber alguna otra norma que si lo cumpla.

Recordemos que para nimeros la serie

[e.9]
; 1
rt =
Z 1—7r
1=0
converge al resultado si |r| < 1.

En el caso de matrices,
o
> B =(I-B)"!
i=0

converge si p (B) < 1.

2.5.2.2 Cotas de error

Para un método de punto fijo con matriz B se satisfacen las siguientes cotas de error:

1B * [0 —a® |

— _ 2.35
T=TE para k=0,1,...,s —1 (2.35)

|l — 2| <

-

<|B

o H (2.36)

Hay otras cotas que se pueden usar, por ejemplo una para determinar el nimero de iteraciones para conseguir
una cota dada, haciendo k& = O:
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O también una cota dinamica, que nos puede servir para programar un método y acotar el nimero de iteraciones
también por la cota de error (tolerancia):

-

e

Ademds, en caso de que || B|| < 0.5,
1Bl

— <1
1Bl

y podemos usar sé6lo el término de
o)
para programarlo y llamar a eso tolerancia.

Nota: es pregunta habitual de examen pedir el niimero de iteraciones minimo para que el error cometido sea
menor que un determinado valor €. Para ello, cogemos la segunda parte de la desigualdad:

IB]*~* [|a*+D — 2]
<
1-|B]]

Se toman entonces logaritmos y se despeja s. Esta cota se llama cota de error a priori. Existe una cota de
error a posteriori, que es da una mejor cota pero hay que calcular la iteracion en la que se acota:

8=k || n(s) _ (s=1)
e @l o 1Bl e =2t
Hx ' ‘ : 1—|B]
£ _ z(5) B2, [J«® — 2|
Hx T ‘OO < Bl

2.5.3 Comparacion de métodos

Definicion: factor medio de reduccion por iteracion:

o — 2\ "
=) <lm @38)
Definicion: razén media por iteracion:
(IB°)"* (2.39)

Se dice que un método con matriz B es mds rdpido que otro con matriz B si el radio espectral de B es menor
que el de Bs.

2.5.4 Métodos de descomposicion o particion regular

Estos métodos se basan en dos afirmaciones:

& Siun método es de particion regular, entonces es consistente

= Siun método es convergente, entonces es de particion regular, aunque no necesariamente al revés
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Si tenemos el sistema Ax = b con A regular, y A = M — N con M invertible, tenemos que Mx = Nz + b es
la ecuacién relativa al método de particién regular, dado un vector inicial z(?). Es decir:

Ml‘(8+1) _ N:E(g) +bh= CL‘(S+1) — M_le(S) +M_1b

Los métodos clasicos de este tipo estdn definidos para matrices A con elementos de la diagonal principal no
nulos y tienen la siguente particion:

A=D+L+R

Con D matriz diagonal, L triangular inferior y R triangular superior.

En caso de que haya elementos de la diagonal principal nulos, se reorganizan las filas y/o columnas de A.

Siendo:
ai1 0 0 0 0 ... 0 0 a2 ... Qain
0 asy ... 0 as 0 ... 0 0 0 N ¢ o)
D = : . : L= . . R=1 . . . (2.40)
0 ... ... Gnp apl Qp2 ... 0O 0o 0 ... O

Segun la forma de la matriz B que se use, hay tres métodos clasicos: Jacobi, Gauss-Seidel y SOR.

2.5.4.1 Método de Jacobi

La descomposicién es
M=D N=—-(L+R) (2.41)

Por lo que la matriz del método es

By=-D"'(L+R) (2.42)

El calculo del vector en cada iteracion es

$(8+1) —_p-! (R + L) CL‘(S) + D1 (2.43)

Invierte la matriz diagonal, D.

El célculo de cada componente del vector z (%) se realiza del siguiente modo:

i—1 n
- S - 3 el
2D = =1 7=t i=1:n (2.44)
' Aii

Es decir, que se opera con todas las componentes del vector anterior excepto con la que estamos calculando.

Para calcular p (By),
det (By— M) =0=det (~D ' (L+R)—A) =0
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Multiplicando por det (—D) nos queda

det (~D)det (~D™' (L + R) — \I) = det (A\D+ L+ R) =0

Por lo que hay que multiplicar por A s6lo las componentes de la diagonal principal de A para calcular los

autovalores a partir del polinomio caracteristico.

A continuacién podemos ver el cédigo en Matlab para el método de Jacobi.

Algoritmo 2.10: Método iterativo de Jacobi para sistemas lineales

[o)

% Funcidén que resuelve un sistema lineal por

[o)

% iterativo de Jacobi.
function [X,paso]l=jacobi(A,b,x0,iter)
if nargin<4
"Faltan argumentos de entrada’
return;
else
[cols filas]l=size (A);

if cols~=filas, ’'La matriz no es cuadrada

else
if (cols~=size (x0)) | (cols~=size (b))
error ("El sistema no es valido’);
else

[o)

% Generamos las matrices D, L y R
for k=1l:cols
for j=k+1l:cols
if k~=j

[}

% La condicion de parada adicional

o)

% es que se llegue a la solucidn exacta
while (fin==0)& (paso<=iter)
for componente=l:cols
vectant=0;
vectsig=0;
for k=1:componente-1

el metodo

", return;

vectant=vectant+A (componente, k) *x (paso, k) ;

end;
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for k=componente+l:cols
vectsig=vectsig+A (componente, k) *x (paso, k) ;
end;
X (paso+1, componente) = (b(componente)-vectant -
vectsig) /A (componente, componente) ;
end;
% Si la solucion es igual a la anterior, salimos del bucle
if x(paso, :)==x(paso+l, :)
fin=1;
end;
paso=paso+l;
end;
% Metemos la ultima solucidén en un vector
X=x (paso, :);
end;
end;
end;

2.5.4.2 Método de Gauss-Seidel

Las componentes ya calculadas se usan para calcular las siguientes en la misma iteracién. Acelera la conver-
gencia, sin embargo no se puede asegurar que en general sea mejor que Jacobi.

En este caso la descomposicién es

M—=D+L N=-R (2.45)
Y la matriz del método
Bgs=—-(D+L) 'R (2.46)
El calculo del vector en cada iteracion es
26D = — D16+t _ p=1Ry() + D—1p (2.47)

Para el célculo de cada componente se usa la férmula:

i—1 n
Z (s+1) Z (s)
bz‘ — aijxj — aijxj
(s+1) _ j=1 j=itl
x; =

1=1:n (2.48)
Qi

Esta vez, para calcular p (Bgg) hay que hacer
det (A\D+ AL+ R) =0

Es decir, multiplicar las componentes de las matrices D y L por A para obtener el polinomio caracteristico y
extraer los autovalores.

Ahora vemos el cédigo en Matlab para implementar el método de Gauss-Seidel.
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Algoritmo 2.11: Método iterativo de Gauss-Seidel para sistemas lineales

[o)

% Funcion que resuelve un sistema lineal por el método
% iterativo de Gauss—-Seidel.
function [X,paso]l=seidel (A,b,x0,iter)
if nargin<4
error ('Faltan argumentos de entrada’);
else
[cols filas]=size (A);
if cols~=filas
error ('La matriz no es cuadrada’);

else
if (cols~=size (x0)) | (cols~=size (b))
error ('El sistema no es valido’);
else

[o)

% Generamos las matrices D, L y R
for k=1l:cols
for j=k+1l:cols

if k~=3j
D(j,k)=0,‘
D(k,J)=0;
L(j,k)=A(j,k),
L(k,j)=0;
R(k,j)=A(k,J);
R(j,k)=0,‘
end;
end;
D(k,k)=A(k,k);
L(k,k)=0;
R(k,k)=0;
end;
fin=0;
paso=1;
x(1l,:)=x0";

o)

% La condicion de parada adicional

)

% es que se llegue a la solucion exacta
while (fin==0)& (paso<iter)
for componente=l:cols
vectant=0;
vectsig=0;
for k=1l:componente-1
vectant=vectant +
A (componente, k) *x (paso+1, k) ;
end;
for k=componente+l:cols
vectsig=vectsig+A (componente, k) *x (paso, k) ;
end;
X (paso+1l, componente) = (b (componente) -vectant-
vectsig) /A (componente, componente) ;
end;

o)

% Si la solucion es igual a la anterior, salimos del bucle
if x(paso, :)==x(paso+l, :)
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fin=1;
end;
paso=paso+l;
end;

% Metemos la ultima solucion en un vector
X=x (paso, :);

end;
end;
end;
¢
Ejemplo 2.12:
Dada la matriz A
21 0 -1
2 2 3 1
A= 1 0 2 5/3
2 00 4
y el vector
2
-1
b 3
-1

Vamos a determinar si los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen a la solucion.

Para el método de Jacobi, el polinomio caracteristico es

22 1 0 -1

p(A) = f 20A ;’A 5}3 =320 —8\2 4 16A — 10 =0
2 0 0 4x
Si nos fijamos un poco, p (—o0) = ooy p(—1) = —2, por lo que hay una raiz entre —ocoy —1, es

decir, de mdédulo mayor de la unidad, por tanto
p(By)>1

y el método iterativo de Jacobi no converge.

Por otro lado, para Gauss-Seidel el polinomio caracteristico es

22 1 0 -1 2 1 0 -1

Cl2x2x 3 1 | [ 2-4X 0 3 142X\ | 3 a2 )

PN=1"3 0 o 5/3 =AM ) o 5/3 = A (32X° — 8\* + 161 — 10) =0
20 0 0 4A 2 0 04X

Se tiene p (0) = 0, p (0.5) = 0y los otros dos autovalores son

-1+ 39
Ngg = ——

p(Bas) = \/§< 1

por tanto, el método de Gauss-Seidel converge.

asi que
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2.5.4.3 Método SOR (Sobrerrelajacion)

La descomposicién en este caso es

1 _1
M=-D+L N=-— <w—D+R> (2.49)
w w

Y por tanto la matriz del método

Bsor = (D+wL) ' (1 —w)D —wR) (2.50)

El calculo del vector en cada iteracion es

2 = (D+wL) ™ (1-w) D - wR)2® + w(D +wL) b (2.51)

Donde w es el factor de relajacion. Si 0 < w < 1 el método se llama de subrelajacién, mientras que si w > 1 es
de sobrerrelajacion, los cuales se pueden usar para acelerar la convergencia de sistemas que son convergentes
por el método de Gauss-Seidel.

La férmula para cada componente del vector en la iteracién s + 1 es la siguiente:

i—1 n
w bz‘ — Zaijx§-8+1) — Z aijxg-s)
=1 j=i+1
2 = (1 —w)a + ] = i=l:n 2.52)

Qjj

Como complemento a los métodos, veamos los de Richardson y el SOR simétrico:
2.5.4.4 Método de Richardson

2D = () 4 o <b _ Ax(s)) (2.53)

Con 7 arbitrario no nulo.
2.5.4.5 Método SOR simétrico (SSOR)

2(5+2) = (1 —w)z®) +w (=D 1La+Y/2) — D7LR2() 4+ D~1p)
(2.54)
pls+l) — (1 _ w) 2(s+1/2) +w (_D—le(s—&—l/Q) — D 1Rp(s+1) + D—lb)

En el SOR se hace el cilculode 1 an,enel SSORden a 1.
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2.5.4.6 Teoremas de convergencia

Definicion: Matriz de diagonal dominante:

Se dice que una matriz A es de diagonal dominante estrictamente (por filas) si cumple:

n
laii| > > lagl Vi (2.55)
got
Es decir, que el elemento de la diagonal principal en valor absoluto es mayor que la suma de los valores
absolutos de los elementos restantes de la fila.
Teorema 2.10. Dado un sistema Ax = b siendo A de diagonal dominante estrictamente, los métodos de Jacobi

y Gauss-Seidel son convergentes a la solucién del sistema.

Demostracion. Para el método de Jacobi.

By = [bi]

Con b;; = —% v b;; = 0. Entonces:

E aij

n / ‘
1Bl = max Y [by| = mix 22— < 1
Z il

Jj=1
Por tanto, Jacobi converge si es matriz de diagonal dominante

Teorema 2.11. Sea un sistema Az = b siendo A simétrica definida positivay A = M — N. Si M es invertible,
entonces el método de descomposicién regular

.I(S+1) _ M_lNl'(S) +M_1b

converge a la solucién si la matriz M* + N es definida positiva.
Generalizacién:
Dada A simétrica tal que M! + N es definida positiva, el método es convergente si y sélo si A es definida

positiva.

Hay dos casos particulares:

= M¢étodo de Jacobi:
M+ N=D-L—-R+#A

= Meétodo de Gauss-Seidel:
M+ N=D+L'—R=D+L'—L'=D
dado que A es simétrica, R = L*

Teorema de Kahan. Dada una matriz A de elementos a;; # 0 para todo ¢, el método SOR para esa matriz
converge s6lo si 0 < w < 2.

Teorema de Ostrowski-Reich (importante). Dado un sistema Az = b con A simétrica definida positiva, el
método SOR converge a la solucién del sistema para 0 < w < 2. Es condicién suficiente. Como SOR es lo
mismo que Gauss-Seidel cuando w = 1, todo lo que verifiquemos para SOR se cumple para Gauss-Seidel.
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Teorema de Stein-Rosenberg (convergencia de Jacobi y Gauss-Seidel). Si se tiene un sistema Az = b con A
tal que a;; > Oparai = 1 : nya;; < 0 parai # j, entonces se cumple una y sélo una de las siguientes
posibilidades:

1. 0<p(Bgs)<p(By)<1,conloque convergen ambos métodos.

2. 0= p(Bgs) = p(By),con lo que también convergen ambos.

(
3. 1< p(By) < p(Bgs),con lo que no converge ninguno.
(

)
4. 1= p(Bgs) = p(By), tampoco converge ninguno.

Teorema 2.12. Dada una matriz A tridiagonal con a;; # 0 para ¢ = 1 : n, si los autovalores de B son reales,
tanto Jacobi como SOR para 0 < w < 2 convergen o divergen simultdneamente. Si ambos convergen, entonces:

l—w+1 wu —i—wm/l—w—&— zw?p? 0 <w<wp

p(Bsor (w)) = (2.56)
w—1 wyLw<?2

Siendo p = p (By) y wp la eleccién 6ptima de w, halldndose de la forma siguiente:

2
14+ 4/1— p?

Si ademas de tridiagonal, A es simétrica y definida positiva, SOR y Jacobi convergen (en virtud del teorema de
Ostrowsky-Reich).

wo = (2.57)

Ejemplo 2.13:

Dada la matriz A y el vector b:

2 -1 0 2
A= -1 2 1 b=1 4
0 1 2 2

Estudiar si el método iterativo de Jacobi converge a la solucion del sistema Ax = b para Ay b.

En caso afirmativo, determinar el nimero de iteraciones a realizar para que el error en la iteracién
‘o _ t
m-ésima sea menor que 5-107°,conz(® = (1 0 1)

Solucion:
La matriz A no es de diagonal dominante, asi que buscamos p (B ).

Como By = —D~! (L + R), para hallar los autovalores de B ;:

Multiplicando por — D

=D~ (L+R) = M| =0 |IL+R+AD| =0

—
Como D tiene inversa, |L + R + AD| = 0:
220 -1 0 Al_ol
1 2% 1 |=8¥-4r=0 = A22\/;
0 1 2\ M= — /1
3 = 2
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p(By) = —|—\/g < 1 = Jacobi converge
Ahora hallamos el nimero de iteraciones:

< Bl qu)_x(O)H

(m) _
x x
H 2~ 1+ Byl

Primero hallamos el vector z(1):

m_ 2+

=1
561 9
o _ d+a” —af)
ry) = —A 3 —9
2
m_2-zy
3 2
Por tanto:
0
qu)_x(mu _ Il 2 _9
2 0 ,
1
_ t . _ 2\ _ _
I1Bslla = /o (By - Bs) = \[o (B3) = p(By) =
Ya que:
0 1 0
Biy=|3% 0 —3
0 —3 0

(35)"
V2) 9 <5.1070

1
1-7

Tomando logaritmo en base 1/+/2 y despejando m:

m > 34’11

Ejemplo 2.14:

Dada la matriz A (), determinar si existen valores de (3 para los cuales es convergente el método
de Jacobi pero no el de Gauss-Seidel.

2
AB) =1 2 -1
0

Solucion:
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Necesitamos verificar la condicién necesaria y suficiente.

Jacobi: [DA+ L+ R| =0 =8)\3+ 4\ + 8

A1 = 0 dobl
Gauss-Seidel: (D + L)X+ R| =0=X 28\ + [+ 4) = { )\1 g+4e
2= 7%

Gauss-Seidel converge si p (Bgs) = ‘%‘ < 1, es decir, si —12 < § < 4.
Si 8 = 0 convergen ambos métodos.

Jacobi: tenemos un polinomio de orden 3, con su derivada p/ N\ = 24)\2 + 4 > 0, es decir, que
p (A) es mondtono creciente, con p (—oo0) = —oo y p(00) = o0, lo que significa que sélo tiene
una raiz real, al ser monétono creciente. Calcularemos las raices complejas en funcién de una real
que suponemos ;. Aplicando Ruffini, llegamos a:

BAZ 4+ 8MA+ (8AT +4) =0

8\ +4 1
A2Ag = 18 = %+§

Al ser Ay y A3 raices complejas conjugadas, tienen el mismo maédulo:

8A7 +4
_— >

0
8

Mof” = [As]? =

El radio espectral de B es:

Lo cual nos lleva a que A? < 0.5.

Despejando ( del polinomio sustituyendo A;:

B=—(8\) +4\)

Con \; = L

S

42 < B<4aV2

Es la condicién de convergencia del método de Jacobi.

Intersecando las dos condiciones, para que converja Jacobi y no lo haga Gauss-Seidel:

41<B<4V2

Ya que para 3 = 4 Gauss-Seidel no converge.
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2.5.5 Métodos iterativos basados en la optimizaciéon de una funcién

Se basa en pasar el problema de resolver un sistema de ecuaciones Az = b a un problema de optimizacion.
Para ello se define una funcién a minimizar, la funcién objetivo:

¢ (x) = %xtAx — bz ¢:R*" >R (2.58)

Siendo A matriz simétrica definida positiva.

Por tanto, se trata de hallar min ¢ (z). La condicion necesaria de minimo es:

x* esminimo < V¢ (z*) =0

Por tanto:

Vo (x)=Az -
Que satisface:
Ax* =b

La funcién que hemos definido tiene un dnico minimo, global, y es estrictamente convexa.

¢ (z* +v) = ¢ (z%) + 'V (2*) + %UtAU =¢(z%) + %UtAU > ¢ (z¥)

Ahora se trata de construir la solucién z(®) de forma que ¢ (SC(S+1)) < ¢ (CC(S)).

De esa forma:

2D = ) 4 g o)

Donde d®) es la direccién de movimiento y o es la longitud de paso, en la direccién d(®). Se trata de un
proceso de biisqueda o movimiento hacia la solucién, es decir, que sélo interesan las direcciones hacia las que
¢ decrece.

Fijada una direccién d(*), y desarrollando en series de Taylor:

1
¢ (x(s) + ad(s)> =p(a)=9¢ (x(s)) + ad®)V¢ (x(s)) + §a2d(s)tv2¢ (x(s)) d® + ...
Haciendo buisqueda en linea exacta:

/

¢ (a) =0=d'Ve (m@)) + ad®" Ad®)

Donde hemos sustituido la Hessiana por A ya que es una forma cuadritica, por lo que es la propia matriz.
Despejando «:
d®)'ve () d®) ()

_ _ 2.59
“ 15 Ad) 1 Ad®) (2.59)

Donde (%) es el residual,
r() = b — Azl
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2.5.5.1 Método del gradiente

La direccién es el residual, es decir, la de mdximo decrecimiento, que cambiada de signo es la de mdximo
crecimiento, ya que 7 = —V¢ ().

Mientras (%) £ 0,

.I(SJFl) — .’E(S) _|_ asr(s) (2.60)

Con

() (9)

= 2.61
r(s)tAr(S) ( )

Qs

Se puede demostrar que se cumple:

i) L VAT Ry (A) —1)? (o) , bATT
‘75(9” +1)+ 5 = \m(A) <1 (b(x )+ 2

La convergencia es lineal, salvo si k2 (A) = 1, y es mds lenta cuanto mayor sea ko (A).

A continuacién vemos el cddigo en Matlab que lo implementa.

Algoritmo 2.12: Método del gradiente para sistemas lineales
% Metodo del gradiente para sistemas lineales
function [xs,iter]=gradsl(A,b,x0,maxiter)
if nargin<4
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
end;

r=b-A*x0;

iter=1;

x(1l,:)=x0";

while (norm(r)~=0)& (iter<maxiter)
alpha=(r’*r)/ (r’'*A*r);
X (iter+l, :)=x(iter, :)+alpha*r’;
iter=iter+1;
r=b-A*x (iter, :)’;

end;

xs=x(iter, :);

2.5.5.2 Método del gradiente conjugado

La direccién que se escoge es conjugada con las anteriores, es decir:

d®)" AdD) =0 j=1:s—1
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El algoritmo es el siguiente:

5= 0 FO) — b 4g0)
d0) — (0 6sis >0, d® =6 4 g,dl—1
s 2
26D Z 20 4 g, d) g, = 1@l (2.62)
Mientras 7(5) # 0 [[7C==0 ]
rst) — p(s) _ o Ad(S) e = HT(S)HE
8 ST At Ad(9)
s=s+1

Con matrices vacias representa muy poco célculo.

Ahora vemos el c6digo en Matlab que implementa este método.

Algoritmo 2.13: Método del gradiente conjugado para sistemas lineales

% Metodo del gradiente conjugado para sistemas lineales
function [xs,iter]=gconjsl(A,b,x0,maxiter)

if nargin<4
disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
end;
r(:,1) = b - A*x0; Residuo inicial
iter = 1; Contador de iteraciones
x(:,1) = x0; Almacenar las soluciones sucesivas

(habria que ahorrar almacenando
solo las 2 ultimas)

o o° o o° o° o

d(:,1) = r(:,1); Direccion de descenso inicial

while (norm(r(:,iter)) ~= 0) & (iter < maxiter)
alpha = norm(r(:,iter),2)"2/(d(:,iter)’*A*d(:,iter));
r(:,iter+1l) = r(:,iter) - alpha*A*d(:,iter);
beta = (norm(r(:,iter+1l),2)/norm(r(:,iter),2))"2;
X(:,iter+1l) = x(:,iter) + alpha*d(:,iter);
iter = iter + 1;
d(:,iter) = r(:,iter) + beta*d(:,iter-1);

end;

xs = x(:,1ter);

¢

Teorema 2.13. Dado un sistema Az = b siendo A simétrica definida positiva, si z(*®) es la s-ésima iteracién
calculada por el método del gradiente conjugado, se cumple:

tA— 2 tA—
) D (LB oo Y

En teoria es més rdpido, ya que acaba a lo sumo en n iteraciones.
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Ejemplo 2.15:

Si el ntimero de condicion de la matriz A en norma 2 es k3 (A) = 4 y estamos en la iteracién
s = 2, por el método del gradiente conjugado tenemos

@-1\" 1\%> 4
g vE2E T2 :4<—> =—~0.05
Vi (A) + 1 9) ~ 81
Es decir, que reduce al 5 % el valor de la funcién objetivo en sélo 2 iteraciones. Por contra, con el

método del gradiente
A) —1\2 2
() 21N (3) L6
Ko (A) +1 )

Sélo lo reduce al 36 %, por lo que la convergencia del método del gradiente conjugado es mas
rapida.
|
Si A es mal condicionada, se puede usar el método del gradiente conjugado precondicionado, en el que se

elige una matriz C' simétrica definida positiva y se aplica el método del gradiente conjugado al siguiente sistema
transformado

Siendo

A=C1AC! i =Cux b=C"1b

Se puede evitar hacer referencia a C~! en el algoritmo usando el precondicionador M/ = C?2. Para elegir un
buen precondicionador hay diversas técnicas, que no vamos a explicar.
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— TEMA 3
Algebra lineal numérica II

3.1 Calculo de autovalores y autovectores

3.1.1 Introduccion

Vamos a tratar de encontrar los valores \; € C tales que Ax = [\;] x paraz # 0y A € C™*".

Esto es, tratamos de resolver el problema de calcular los autovalores A y los autovectores v tales que

Av=X v, v#0

Habr4 que resolver
(A=X)v=0

por lo que, para que v # 0, debe ser

det (A— X)) =0
Se llama ecuacion caracteristica de la matriz A a det (A — AI,,) = 0, y polinomio caracteristico a p (\) =
det (A — \I,).

Si disponemos los autovectores v; como columnas y llamamos a D la matriz diagonal con elementos los auto-
valores \;,

AV =VD, V:(vl vn),D:diag(/\i)
Se define el espectro de una matriz como el conjunto de autovalores de dicha matriz. El radio espectral es el
maximo en moédulo de los autovalores.
El determinante de una matriz es el producto de todos sus autovalores.

Se define la traza de una matriz como:

traza (A) :/\1+)\2+...+)\n:2am—
i=1

Se dice que una matriz hermitica o simétrica es definida positiva si y sélo si sus autovalores son positivos, y
ademads los autovalores de toda matriz hermitica o simétrica son reales.

Los autovalores de la inversa de una matriz son los inversos de los autovalores de la matriz sin invertir.
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& Dos matrices semejantes tienen los mismos autovalores. Recordemos que dos matrices A y B son seme-
jantes si existe una matriz P invertible tal que P~ AP = B. Entonces,

Bv = AXv= PBv=\Pv= A(Pv) =\(Pv)
Si A es autovalor de B con autovector v, también es autovalor de A con autovector Pv

= El médulo de cualquier autovalor de una matriz ortogonal o unitaria es la unidad. Una matriz A € R™*"
es ortogonal si A~! = A’ mientras que una matriz A € C™*" es unitaria si A~! = A*

= Siexiste V!, entonces
V1AV =D

y A es diagonalizable por semejanza
= Si V! es ortogonal, entonces A es diagonalizable por semejanza ortogonal o unitaria

= Relacién entre el espectro de A y el de A

Av = A%p = Mo = N

& Si v es autovector, ¢lo es también —v?
A(=v)=—Av=—-dv=\(-v)
Pues si, resulta que es autovector con el mismo autovalor asociado

Teorema de Cayley-Hamilton. Toda matriz satisface su ecuacion caracteristica: p (4) = 0.

Teorema 3.1. Una matriz A es diagonalizable por semejanza unitaria si y s6lo si es normal (A*A = AA¥).

Por tanto, toda matriz compleja hermitica es diagonalizable por una transformacién de semejanza unitaria y
toda matriz real simétrica es diagonalizable por semejanza ortogonal.

Teorema de Rayleigh. Dada una matriz compleja y hermitica cuyos autovalores cumplen que A\, < A,—1 <
o< )\12

z* Ax

x*x

An < <\ zeC"—{0}

y cada cota se alcanza cuando x es el autovector del autovalor correspondiente.

Esto no quiere decir otra cosa que si v es un autovector, se puede calcular su autovalor asociado como

tA
=Y - Y (3.1
vty
Este cociente se conoce con el nombre de cociente de Rayleigh.
Teorema de Jordan. Toda matriz es semejante a una matriz de Jordan:
A0 0 S
0 Ja(A2) ... 0 ! o
J = . ) . con J; (\;) = : : (3.2)
i ' ; 0 0 O 1
0 0 Jr (Ag) 0 0 0 A
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Esto es, existe una matriz P invertible tal que

P AP =J

En Matlab simbdlico se puede calcular con la primitiva jordan.

El célculo numérico de la forma de Jordan es muy inestable, por eso se usa la de Schur, que vemos en el
siguiente teorema.

Teorema de Schur. Dada una matriz A, existe otra matriz unitaria U de forma que se cumple:

U*AU =T

Siendo T triangular superior y los elementos de su diagonal son los autovalores de A.

Se trata de una transformacion unitaria, ya que

U*l — U*

El problema de autovalores generalizado
Ax = ABx

puede ser resuelto, y en Matlab se usa para ello la funcién eig (A, B).

Para resolverlo se puede hacer de diversas formas que vamos a ver posteriormente:

& resolver la ecuacidn caracteristica obteniendo las raices del polinomio caracteristico

& con el método de las potencias obteniendo el autovalor de mayor médulo y luego usar deflacién

3.1.2 Localizacion de los autovalores

Teorema de los circulos de Gerschgorin. Dada una matriz A real y cuadrada de orden n, y definiendo el
dominio unién de los circulos de Gerschgorin:

n n
D:UCZ- Ci={2z€C/|z—ay| <r} ri:Z]aij] i=1:n (3.3)

=1 j=1

i

Si A es un autovalor, entonces esta dentro del dominio D.

Lo que quiere decir la definicion es que el centro de los circulos de Gerschgorin son las componentes de la
diagonal principal en cada fila, y los radios la suma de los elementos de la fila exceptuando el de la diagonal
principal.

Cualquier punto del plano complejo que caiga fuera de los circulos de Gerschgorin no serd autovalor, mientras
que en un circulo de Gerschgorin aislado habrd un tnico autovalor.

Ejemplo 3.1:

Dada la matriz

N =N
W N =~

Se tiene que:
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‘ ‘ Centro ‘ Radio ‘

Ch -1 6
Cy 1 5
Cs 3 2

& Si A es de diagonal dominante estrictamente, es invertible. Por otro lado, A— Al no puede ser de diagonal
dominante.

Teorema de Brauer. Dada la matriz A real y cuadrada de orden n, y un entero mtalque 1 <m <ny

|@mm — aii| > om+o0; i=1:n,i#m
En ese caso, el circulo de Gerschgorin C,,, = {z € C /|2 — amm| < o} es disjunto de los demas circulos de

Gerschgorin, y contiene un tnico autovalor de la matriz A.

3.1.3 Métodos de calculo del polinomio caracteristico
3.1.3.1 Introduccién
Denotamos de forma general el polinomio caracteristico de la matriz A:

PO =A== ()" (N +piA" + ... +p,)

Como se ve, el coeficiente del término de mayor grado es (—1)".

Se puede escribir también como su matriz de compaiiia, definida de la forma

_ —P1 ... —Pn-1 —Dn
U G

—P1 —P2 —DP3 —Pn
1 0 0 0
_ 0 1 0 0

Esta matriz a veces se define con los coeficientes del polinomio dispuestos en la tltima columna.

Si el término de mayor grado del poliniomio no fuera £1, la matriz se define, siendo a el coeficiente de mayor
grado:

—pi/a —p2/a —p3fa ... —pp/a
1 0 0 0
A= 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Esto se puede usar para calcular las raices de un polinomio, ya que los autovalores de esa matriz son las raices
del polinomio. Es lo que hace la funcién root s de Matlab.

Sélo nos falta poder calcular los p;.
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Ejemplo 3.2:

Dadas las matrices A7 y Ao

(0 Iy (0 I
we(o ) e (00

Con ¢ = 107100 y siendo Igg la matriz identidad de dimensiones 99 x 99. Si calculamos los
autovalores:
det (Ay =X = A0 =0=X=0,|]\| =0

det (Ay — NI) = MO _ =0 = Al = {10—1| —0.1

Se trata de un problema inestable, ya que un pequefio cambio en los datos provoca un gran cambio
en el resultado.

3.1.3.2 Numero de condicién para el cdlculo de autovalores

Sélo para matrices diagonalizables:
VAV =D

Si espectro (A) = {1, A2, ..., A}, y A* € espectro (A + e, (A)),
d=min {{\* = N[} <7 = [[V][ [V [lea (A)]

Ne =|IV]I [V 34

Las matrices simétricas son bien condicionadas, ya que hemos dicho antes que toda matriz real simétrica (o
compleja hermitica) es diagonalizable por semejanza ortogonal, por lo que

VIV =1

3.1.3.3 Método de Le-Verrier

Utiliza la relacién entre las raices de una ecuacion y sus coeficientes (relaciones de Newton):

( aps1 +a; =0

apSg + a1Sp—1+ ... tag_181 +kapr =0 k=2:n

n
S = E .%'f
=1

apx” + a1z '+ ... +a, —

\

Que, trasladado a nuestro polinomio caracteristico:

b1 = —481

Pr = —%(sk +p1sp—1+ ...+ pp_151) k=2:n

= ; k= k
Sk ;)\Z traza (A)

(3.5)
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Los si se obtienen como suma de los autovalores de potencias de la matriz A.
El orden de este método es de O (n) operaciones.
El gran problema de este método es calcular las potencias de la matriz A.

Se puede seguir el siguiente esquema:

1. Determinar las potencias de la matriz A

A0 AL A2 An

2. Calcular las trazas como la suma de los elementos de la diagonal principal de A

s1 =traza (A),ss = traza (A%),..., s, = traza (A")

3. A continuacion se obtienen los coeficientes del polinomio caracteristico de la forma
pP1= —381

p2 = —(s2+p1s1) /2

Pn=—(Sn +D1Sn—1+ ... +pn_151)/n

Seguidamente se incluye el cédigo en Matlab que implementa este método.

Algoritmo 3.1: Método de Le-Verrier para calcular el polinomio caracteristico

% Metodo de Le-Verrier para el calculo del polinomio

[o)

% caracteristico de una matriz para hallar sus

[o)

% autovalores.
function y=leverrie(A)
[m,n]l=size(A);
for k=1:n
s(k)=trace(A"k);
end;
p(l)=-s(1);
a=zeros(l,n);
for k=2:n
for 1=1:k-1
a(k)=a(k)+s(k-1)*p(l);
end;
p(k)=-(1/k)*(s(k)+a(k));
end;
y=(-1)"n*[1 p];

¢
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3.1. Célculo de autovalores y autovectores

3.1.3.4 Método de Faddeev-Souriau

Es una modificacién del método anterior que reorganiza el calculo. Partiendo de By = I,:

A, = AB,
Ay = AB, P2 =
A = ABj PE =

p1 = —traza (Ay)

_ traza(As2)
2

_ traza(Ag)
k

By =A1+pi1,

By = Ay + pal,
3.6)

By, = Ay + pily

Al final del proceso, en virtud del teorema de Cayley-Hamilton, By = 0.

A continuacién vemos el algoritmo en Matlab para el método de Faddeev-Souriau.

Algoritmo 3.2: Método de Faddeev-Souriau para calcular el polinomio caracteristico

%
%

function

[m n]=size (A);

AA=A;

for k=1:n
g(k)=trace (A7) /k;
B=AA-q (k) *eye (n) ;
if k==(n-1)

casinv=B;

end;
AA=A*B;
p(k)=-qg(k);
end;
inv=casinv/q(n);
y=I[1 pl;
¢
Ejemplo 3.3:

Dada la matriz A

A:

polinomio caracteristico
[y,inv]=faddeev (A)

-1 -1
3 0
1 -2
1 0

—4
-2
—1

% Metodo de Faddeev-Souriau para calculo de

Calculamos el polinomio caracteristico con el método de Faddeev-Souriau:

1.

-1 2
0 —4
-3 -2
0 -2
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2.
-1 -2 2 4
2 0o -2 0
Ad=ABi=1 5 3 5 §
1 0O -1 0
po = —=traza (Az) = —2
-3 -2 2 4
2 =2 =2 0
By = Ay +pol = 9 _3 3 ¢
1 0o -1 -2
3.
-1 3 -1 -6
-4 —-10 2 16
Ag=ABy =1 | o 4 4
-2 -4 1 6
1
p3 = —gtraza (A3) =3
2 3 -1 -6
-4 -7 2 16
2 -4 1 9
4,
1 0 0 O
01 0 O
As=ABs=| (1
0 0 0 1
1
pa = —Ztmza (Ag) = -1
5.

pA) =M A —222 431 -1

3.1.3.5 M¢étodo de Danilevski

Sélo como mencion. Consiste en transformar la matriz A en una equivalente (por semejanza) cuyo polinomio
caracteristico sea ficil de determinar. Se transforma a una matriz de Frobenius:

0 ... ... —pp
A 1 0
0 1 —P1
[F = M[=p())
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3.2 Casos sencillos para calcular el polinomio caracteristico

3.2.1 Si A es tridiagonal

aig ¢ ... 0
A b.2 as O
0 . by oan
air— N\ ¢ 0
A=\ = b? . -
(5 b,; an.—)\
al — A

= (an—A\)|[Ap_1 — M| = by, E =

= (an - )‘) Pn—-1 ()\) — bncnpn—2 ()\)
Entonces, queda, para los polinomios sucesivos:
po(A) =1
p1(A) =a1—A (3.7)
pr(A) = (g — A) pr—1 (A) — bckpr—2 (A) k=2:n
Ejemplo 3.4:
Para una matriz A 3 x 3 genérica,
ay C 0
A= bg as C3
0 b3 as
Se tiene
a) — A Co 0
det (A—)\I) = b2 CLQ—)\ C3
0 bg asz — A
_ . ap — A (&) B ap—A 0
a (a3 )\) b2 ag — A b3 b2 C3

= (an = A)Pn-1 (A) = bpcnpn_2 (N
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Para que funcione el método, deben ser todos los b; # 0. Si hay algin b, = 0 se hace por bloques:

A= ( ) = det (A — \I) = det (B — \I) det (C' — \I)

Ejemplo 3.5:

ap €
A= by as = det (A —\I) =

al—)\ C2

by as — A |CL3 - )‘|

3.2.2 Si A es Hessenberg superior

Una matriz Hessenberg superior es una matriz triangular superior que también tiene elementos en la subdiagonal
principal:

ail a2 ... Qip
bg a2 ... Q2n

A p—
0 ... by, apn

Con todos los b; # O parai = 2 : n.

Al resolver el problema de autovalores (para n = 4):

a1 a2 a3 a4 T 1
by az a3 any 2 | | 22
0 b3 azz as T3 x3
0 0 b4 aq4 Tyg Ty

Se tiene un sistema compatible indeterminado. Por tanto, lo que se hace es darle un valor a x4, por ejemplo

xg=1=s4(N)
Seguimos resolviendo y tenemos

1
b4x3+a44:)\:>x3:a()\—a44)553()\)

bsxo + assss ()\) + a3454 ()\) = )As3 ()\)

To = % (()\ — CL33) S3 ()\) — a3484 ()\)) = S9 ()\)
box1 + 9989 ()\) + ao3s3 ()\) + 9484 ()\) = \s9 ()\)
1

I (()\ — a22) S9 ()\) — a93S3 ()\) — 92484 ()\)) = S1 ()\)

by
ai1181 ()\) + ai1282 ()\) + aizas ()\) + a1484 ()\) = Asy ()\)
C (()\ — an) S11 ()\) — a12852 ()\) — 1353 ()\) — A1454 ()\)) =0
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Siendo c una constante por determinar. El coeficiente de A" que nos queda es

C

babsby

Yy como queremos que sea 1, entonces
Cc = b2b3b4

Si alguno de los b; es nulo, se puede hacer como en el caso de tridiagonal, por bloques.

Lo que hemos hecho se llama método de Hyman, que, para el caso general, queda la siguiente recurrencia

sn(N) =1

(ark = N sk (V) + D argsj (A 69
j=kt1

Sk—1 ()\) = — bk

Si by # 0.

De esta forma, se obtiene:

det (A — M) = (=1)" by by | (a1 = N) st (A) + D ajs; (V)
j=2

Si se tiene b; = O para algun ¢, se pueden hacer las recurrencias de las submatrices cuadradas principales.

3.3 Métodos de reduccion a matriz tridiagonal y a matriz Hessenberg

3.3.1 Reduccién por semejanza con el método de Givens

La reduccién por semejanza de una matriz a tridiagonal (si es simétrica) o Hessenberg superior (en otro caso)
se puede hacer por los métodos de Givens y Householder:

G;---thAGl---Gp
H,_ - HyAHy --H,_4

Ahora vamos a ver con algo mas de detalle el método de Givens, y posteriormente el de Householder.

Se hacen rotaciones para anular elementos por debajo de la subdiagonal principal. Ilustramos el método con
una matriz 4 x 4 genérica:
ail a2 a1z a4
A— | @20 G2 a3 az
a3z1 a3z azz a3
aq1 Q42 Q43 Q44

Usando el indice ¢ para las columnas y el ¢ para las filas, para ¢ = 1 usamos la matriz GGo3 para anular el
elemento (q,7) = (3,1), y se hace
GégAGQg
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Recordemos que la matriz Ga3 es

C
Gog =

—S

0

o O o=
S0 »w O
— o O O

Hay que premultiplicar y postmultiplicar para que sean matrices semejantes.

Siguiendo con ¢ = 1, para anular el elemento (4, 1) se usa la matriz G o4

Gos =

OO O =
I
O = O O
— 0 »u O

Ahora tendremos ceros en la primera columna, filas 3 y 4:

1 1 1 1
EEE
B O
0 azgy ag3 agy
0 1 (1 (1)

o O O
o »nw O O

Por tanto, el método sera:
= Anular columnas ¢ = 1 : n—2 haciendo rotaciones G 4 para anular el elemento (¢, %) cong = i+2: n

Si la matriz es simétrica, entonces al anular el elemento (g, ) se anula también el (7, ¢), por lo que la matriz se
reduce a tridiagonal.

3.3.2 Reduccion por semejanza con el método de Householder
Cuando aplicamos el método de Householder a una matriz, haciamos ceros por debajo de la diagonal principal.

Ahora nos interesa hacerlos por debajo de la subdiagonal principal, por lo que hay que modificar ligeramente
el método:

© La matriz queda igual que antes

= El vector w(® es ahora

1 Ceros
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mientras que el vector v() se construye de forma similar al método de Householder tradicional:

aiy1,i + signo (air1;) |A G+ 1:n,0)|,

4 Q42,4
@ = ‘

Qni

3.3. Métodos de reduccién a matriz tridiagonal y a matriz Hessenberg

Esto es, en lugar de empezar en el elemento de la diagonal principal como se hacia con los sistemas
lineales, se empieza a construir el vector v con los elementos de la subdiagonal principal. Asi se eliminan
los elementos de la columna ¢ — 1 en las filas ¢ + 1 hasta la n.

De nuevo, habra que postmultiplicar y premultiplicar, de forma que en general se tiene

Y si la matriz A es simétrica se obtendra una matriz tridiagonal.

Ay = Hy, - HyHi AH Hy - - Hy,

A continuacién vemos la implementacion en Matlab de este método, que sélo representa unas pequeiias varia-
ciones con respecto al método de Householder para sistemas lineales.

Algoritmo 3.3: Método de Householder para reducir una matriz a Hessenberg superior o

tridiagonal

o)

% Metodo de Householder para reducir

o\

A a tridiagonal o Hessenberg superior
% usado en el calculo de autovalores

function [A] = houseig(A)
[m n] = size(A);
for i=1l:n-1,
w = zeros(n,1);
v = A(i+l:n,1i);
nor = norm(v);
if nor > 10*eps;
signo = sign(v(1l));
if abs(v(l)) < 10*eps,
signo = 1;
end;
v(l) = v(l) + signo*nor;
w(i+l:n) = v;
cocliente = 2* (w*w’)/ (w'*w);

A = A-coclente*A-cociente*A+cociente*A*cociente;

end;
end;

¢

Ejemplo 3.6:

Dada la matriz
2 -3 1 0
3 -1 5 2

A= 1 1 -1 3
2 1 -1 4
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Al hacer ceros debajo de la subdiagonal principal en la primera columna, tenemos que usar

3 + signo (3) V32 + 12 + 22 6.7417

o) = 1 - 1
2 2
0
L _ | 67417
1
2

Por tanto, la primera matriz de Householder es

t 10 0 0
H1:I—2w(1)w(1) _ | 0 080178 —0.26726 —0.53542
w® D) 0 —0.26726 0.96036 —0.07929

0 —0.53542 —0.07929  0.84143

Aplicando el algoritmo visto arriba se obtiene finalmente la siguiente matriz reducida a Hessenberg
superior:

2 2.138 —2.33 0
—3.742 3.286 4.392 0.92

0 1.868 —2.18 4.29

0 0 —0.788 0.895

Apg =

3.4 Método de la potencia, de la potencia inversa y deflacion

3.4.1 Método de la potencia

Este método calcula el autovalor de maximo mdédulo de la matriz A y el autovector asociado. Considerando A
como el autovalor de maximo mdédulo, la forma de calcularlo es aplicando la siguiente recurrencia:

(k+1)

yB) = Ayk=1) = A(k)(0) k=1,2,... y’;w — A1 (3.9)
P

Para que se pueda aplicar es necesario que:

& )\ es tal que domina a todos los demas autovalores (estrictamente mayor):
A1l > A2l > ... > Ay
Por tanto, si A\; es complejo no nos sirve, ya que existe otro autovalor con el mismo médulo, su conjugado

® Lamatriz A sea diagonalizable. Una matriz A es diagonalizable si y solo si dado un conjunto de vectores
{vW 0@ 0™} estos son base de R"

Se construye por tanto la sucesion:
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y(O) == i Oéﬂ)(l)
=1

y(l Z (XZAU Z az)\ 1)

y® = Zn: Aia; Av(®) = Zn: A2q0()
i=1 i=1

Y™ = 3" Araut
i=1

ym = Ao 4 Z A v
=2

= m(alv +Z<)\1> a;p®

lim 3™ = CoW C=N"ay

m—0o0

\_/

Al hacer el limite,

Y ahora se construye otra sucesion

Yi

m+1
iy M (alvk +Z<A1> awg))

Hm+1 =

donde vy, es la k-ésima componente del vector v y yy, 1a del vector y.

Para esta sucesion, si a; # 0y v 75 0,

lim i1 =M
m—0o0

NN
k AT alvk —|—Z< > ka)

(3.10)

Si A1 > 1, entonces C' — oo, mientras que si A\; < 1, C' — 0, por lo que suele ser recomendable normalizar la

sucesion, por ejemplo con la norma infinito:

(&)

p/ ‘y ‘ = Hy H — 20 = D) entonces zl()k) =41
Yp
Ahora la recurrencia nos queda
(k) y®) (k+1) (k) (k+1)
2V =0 Y = Az Mk = Yp (3.11)
Yp
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Usando el cociente de Rayleigh

y® Ay ®ly®], g™ Ay®
y®y®  ly By y®y®

Ok+1 =
(0" A4 (k)
2(k) 5 (k)

2By (k41)

B

2 .
Como Hz(k) H2 = 1, entonces nos queda que el autovalor o1 con autovector asociado y(k) es

Vimos que de la forma anterior, el autovalor es

A2
m:)\ N
v 1+0<‘)\1

o1 = 20y Bt (3.12)
Mientras que, usando el coeficiente de Rayleigh tenemos
A

)
i)

O’mZ)q—i-O()\l

Por tanto, usando el coeficiente de Rayleigh tiende mds rdpido al autovalor de mayor médulo.

El problema pues, es escoger un y(©) tal que oy # 0. Aunque se escoja un y(?) para el que no se cumpla, los

errores de redondeo pueden ocasionar a la larga que av; # 0. Es prudente elegir varios y(?). En cualquier caso,
W) _

i

el método funciona porque hay errores de redondeo, ya que puede ser matematicamente o« = 0 y/o v
pero ser 1078 0 10~'2 numéricamente, con lo que se puede proceder.

Por otro lado, si no se cumple que \; es estrictamente dominante (que sea multiple) o A; es complejo (por lo
que existe otro de médulo maximo, su conjugado), hay adaptaciones que no vamos a considerar.

Ahora la pregunta del mill6n: ;va rdpido o lento este método?

tienda a cero, es decir, que cuanto mds dominante sea A; mas rapido

Pues eso depende de lo rapido que ‘:\\—;
serd el método.

Hay una variante del método que consiste en desplazar el autovalor un cierto valor ¢, de forma que calculamos
el autovalor \1 + ¢, aplicando el método de las potencias a A — ¢I.

Ait+q

Con ello, el cociente ‘ )\1—q‘ tiende a 1, siendo mds rdpido.

A continuacién se muestra la implementacion en Matlab del método de la potencia.

Algoritmo 3.4: Método de la potencia para calcular el autovalor de maximo médulo

o)

% Algoritmo para el metodo de la potencia
function [vl,vc]=potencia(a,tol);
if nargin<2
tol=1le-5;
end;
[m n]l=size(a);
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3.4. Método de la potencia, de la potencia inversa y deflacién

p=zeros(m,1l);
y=ones(m,1);
z=a*y;
A=[y]; aqui voy a mostrar la secuencia de
autovectores para ver si hay
cambio de signo
while abs(norm(z,inf)-norm(p,inf))>tol

p=z;

y=z/norm(z, inf) ;

z=a*y;

A=[A y];
end;
vl=norm(z, inf);

o° oo o

VC=Yy

3.4.2 Método de la potencia inversa

Este método resuelve el problema de hallar el autovalor de menor médulo, ya que invirtiendo los A; el de menor
moddulo se convierte en el de mayor médulo. Por tanto, las inversas de los autovalores son los autovalores de la
matriz inversa. No hay que invertir la matriz A, s6lo hay que resolver el sistema de ecuaciones siguiente:

AyD) — ()

Por algtin método de factorizacién. En este caso, la recurrencia tiende a

y}()kJrl) 1
k
y

Siendo \,, el autovalor de la matriz A de menor médulo.

Veamos que esto funciona. Si aplicamos el método de las potencias a A~!, siendo 4 un autovalor de A~! con
autovector asociado v,

Por tanto,

Ao == AA 0 = Apw = v = pAv

—v = Av

asi que 1/ es autovalor de A.

Si se utiliza desplazamiento, siendo y autovalor de (A — A\J )71, entonces

A-X)"tv=mw=v=pnA-X)v

lvav—)w:(d—kl)v:Av
u [
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3.4. Método de la potencia, de la potencia inversa y deflacién 3. Algebra lineal numérica II

Esto nos sirve para calcular el autovalor auténtico mas cercano a la aproximacion A, obtenida por otro método,
por lo que es un refinamiento del célculo de autovalores.

Interesa mucho factorizar la matriz A (o A — ¢I) para resolver rdpidamente el sistema varias veces.

Todo lo visto anteriormente no sirve para una matriz ortogonal, ya que sus autovalores son todos de médulo la
unidad.

Incluimos a continuacién el algoritmo en Matlab para implementar el método de la potencia inversa.

Algoritmo 3.5: Método de la potencia inversa para calcular el autovalor de minimo médulo
% Metodo de la potencia inversa para

% el calculo de autovalores
function [s,x]=potinv (A, x,q,n)

o\

s= autovalor de inv(A-g*I)
% x= autovector de inv (A-g*I)
[m hl]=size (A);

k=1;

p=ones(m,1);

x=x/norm(x, inf) ;
z=inv (A—g*eye (size (A)));
while (k<n)
y=2*%;
s=norm(y, inf)
x=y/s
T=[T x];
k=k+1;
end

3.4.3 Método de deflacion

Este método lo que hace es “desinflar” el problema. Se utiliza un autovalor \; y un autovector v(!) para trans-
formar A y obtener otro autovalor como autovalor de mayor médulo de una matriz de orden inferior.

Hay varias técnicas, alguna de las cuales vamos a comentar.

La deflacidon consiste en construir la matriz B transformando A de la siguiente forma:

B=A- Alv(l)xt

Conociendo A1 y v (autovalor de mayor médulo de A y su autovector asociado).

Se quiere que espectro (B) = {0, Aa,..., A, } siendo \; para i = 2 : n los autovalores de la matriz A que nos
faltan por calcular. Para ello,

BoW = 4vM X\ 10WgtyM = 0D = gt =1
—
)\lv(l)
Por tanto, se busca

(3.13)

Vamos a ver dos de las técnicas de deflacion: la deflacion de Hotelling y la de Wielandt. Hay otra que es la
deflacién por semejanza, pero no la vamos a ver.
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& Deflacion de Hotelling: se usa para matriz A simétrica

)
t v
zt = TSI (3.14)

= Deflacion de Wielandt:
A = )\1?)(1)

aiv(l) = )\11)(1) con vgl) #0

(1)

Siendo a; la fila 7 de la matriz A y v;”’ la componente 7 del autovector asociado a A;.

L(l)ai 1)(1) =1=b=0=> B e R(nfl)x(nfl)
)\1?}

)

xt

Asi que hay que quitar la fila ¢ y columna ¢ de la matriz B.

Ejemplo 3.7:

Dada la matriz A y \; = 6 el autovalor de médulo maximo, transformar A en B mediante la
deflacién de Wielandt teniendo el autovector v(1).

4 -1 1
A= -1 3 =2
1 -2 3
1
oW =1 -1
1
Hallamos el vector zt:
4
1
.It = —1 6
1
Por tanto, aplicando B = A — Ajo(Dzh:
0 0 0
B = 3 2 -1
-3 -1 2

Y los autovalores de la submatriz

Son los restantes autovalores de A.
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3.5 Método de Jacobi

Sélo se puede aplicar para matrices A simétricas. Se transforma en diagonal por semejanza mediante rotaciones.
Se aprovecha que las matrices simétricas son diagonalizables por semejanza ortogonal.

A1 =Gl o AGpge  kE=1,2,3,...

Prk

Donde p;. v ¢ dependen del paso en que nos encontremos. Sin considerar el subindice £, la submatriz 2 x 2
clave de la transformacién que tenemos que usar es:

bpp 0O [ c —s app  Qpg c s
0 by /) \s ¢ Agp  Qgq —s c

Eligiendo s y ¢ de forma que |s/c| < 1, por estabilidad numérica. No son los mismos que en el caso del método
de Givens para sistemas lineales. Se escogen de forma que b,,, = 0.

Es decir, que se resuelve la ecuacién b,, = 0, dividiendo por cQapq y nos quedamos con la raiz de menor
modulo de la cuadritica

2y G T %aay g g

Apq
signo (zp) jct| signo (x,) (3.15)
C—= —F—— S = — |Cl| stgno \x .
V1Tt 22 Ino e

Las filas p y ¢ no tienen porqué estar juntas, s6lo lo marcamos asi para ver cdmo escoger s y c.

Se lleva el control de la suma de los cuadrados de los elementos no diagonales:

of f(A) = |IAlF = af
=1

Como
2
of f (Axs1)* = of £ (41)* =2 (aff), )
entonces of f (Ay) tiende a cero, y por tanto, Ay tiende a ser diagonal.

Después de hacer un cero, no se asegura que al hacer otro cero el anterior no deje de ser cero, por eso es
iterativo, ya que hay que repetirlo.

Para elegir pi v q:

1. Criterio clasico: py y gy tales que ‘a](,lz)qk

P N ()
= MaX;zj |a;;

2. Jacobi ciclico: (py, gx) siguen un orden prefijado

(k)

3. Jacobi ciclico con filtro: se salta en el ciclico los pares (pg,gr) para los que ap,q, NO supere un cierto
umbral
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3.6 Método QR

Cuando la matriz no es simétrica no se puede aplicar el método de Jacobi, por lo que se usa este método.

Con este método se consigue una matriz triangular o cuasitriangular realizando factorizaciones QR y multipli-
cando con el orden cambiado Q y R. Se construye la siguiente sucesién matricial:

A = A — factorizacion QR:  Q1R; = A1 — Ay = R1Q1

t
A = Qr Ry — QL Ax = Ry, Ap1 = RpQg

Como Aj41 = RiQr = QfL ArQy, entonces Ay es semejante a Ay, y tiene sus mismos autovalores, y ademds

es ortogonal.

Aqui se explota el teorema de Schur, que decia que

U'AU =T (triangular)

El limite de la sucesioén es una matriz triangular, aunque no siempre se consigue la convergencia a una matriz
triangular.

(Qué matrices llegan a triangulares y cudles a cuasitriangulares? La respuesta la tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.2. El método QR sobre una matriz Hessenberg H irreducible de forma sucesiva, acaba siendo
triangular si y sélo si no existen dos autovalores distintos con el mismo mddulo y multiplicidades de la misma
paridad.

Es decir, que se llegard a una matriz triangular partiendo de una Hessenberg cuando no haya dos autovalores
del mismo médulo, distintos y con multiplicidades algebraicas de la misma paridad.

Por ejemplo, si una matriz Hessenberg tiene como autovalores 3 y -3, no acabard siendo triangular.
Se dice que una matriz H es irreducible si h;11; # Oparat =1:n — 1.

Los autovalores deben estar “en la misma caja”, es decir, que si al ir reduciendo por QR una matriz se obtiene
una cuasitriangular que va tendiendo a triangular, esto se aplica a las partes de la matriz diferentes que se
“resisten” a ser triangulares.

= En la practica, se reduce la matriz a Hessenberg o tridiagonal (si es simétrica) haciendo A1 = Q}AQ,
para anular los elementos de la primera subdiagonal por Givens, lo cual sélo requiere n — 1 rotaciones,
lo que representa un coste muy pequefio.

& Si A = G Ry, Q es Hessenberg superior.
& A1 = RiQy es Hessenberg superior o tridiagonal simétrica.

& También se aplican desplazamientos para acelerar el proceso:
Hallar un p, para que:

Hy, — ppdy, = QrEBy,
Hi 1 = RpQp + prdy

eligiéndose cada py, de forma que:

1. pp= hgf@) mientras h(k)

nn_1 7 0. Sies cero, se pasa a la fila anterior empezando por abajo.
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k) pk)
n—1,n—1 n—1,n i
2. El autovalor de es mas proximo a hgm) .
pk) pk)
n,n—1 nn

Con esta aceleracion se puede llegar en unas 10 iteraciones, mientras que de la otra forma son necesarias
alrededor de 100.
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4. Interpolacién y aproximacion

— TEMA 4

Interpolacion y aproximacion

4.1 Introduccion

Se tiene informacién de una funcién f para determinados valores de las variables independiente y dependiente.
Se trata de determinar un elemento p de una clase de funciones a elegir tal que p interpole o aproxime a f en
los puntos en los que se dispone de la informacién.

Por tanto, p es la que mejor aproxima f siguiendo algin criterio.

Esto nos puede servir para varias cosas:

1. Averiguar cudnto vale f («) si es dificil de evaluar o bien si s6lo conocemos algunos valores en ciertos
puntos en lugar de su expresion analitica. Vale p («), considerando el error de interpolacién o aproxima-
cién.

2. Hallar el valor de f (). Este es p’ (cv).
b b
3. Calcular/ f(x)de — / p(z)dx.
a a
4. Hallar un valor de « tal que f(a) = y dado el valor de y. Esto también se puede hacer mediante

interpolacion inversa, que consiste en tomar como nodos los valores de la funcién (sélo si son todos
distintos) y como valores de la funcidn los puntos x;.

4.2 Interpolacion: introduccion

En la interpolacién buscamos una funcién ¢ (z) facil de evaluar y tal que
f i) = o (i)

Para algunos x; dados, que llamaremos nube de puntos, conocidos los valores de la funcién en esos puntos.

Con esta funcién ¢ (x) podremos aproximar
fla)=¢(a)
Y dado que no es una igualdad, habra un error de interpolacion

E(a) = f(2) —¢(a)
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= En la interpolacion se buscan los valores de la funcién para puntos « que pertenecen al intervalo [z, 2],
de los puntos que se tienen de la funcién

& En la extrapolacién se buscan los valores de la funcién para puntos « que estdn fuera de dicho intervalo

= En la interpolacién inversa, se tiene el polinomio de interpolacién ¢ (z) y un valor de la funcién conocido,
p, y se quiere encontrar el punto « en el que la funcién tiene ese valor: « tal que ¢ (o) = p. Hay varias
opciones:

= Si existe la inversa de ¢, entonces a = ¢! (p)
Otra posibilidad es resolver la ecuacién no lineal

pla)=p=0

1= Si los valores de la funcion a interpolar, f (z;), son todos distintos, podemos considerar como
nodos dichos f (z;) y como valores de la funcién los puntos z;, de forma que el problema es ahora
interpolar en los nodos y; los valores f~! (y;), y el valor de o buscado serd

a~¢ ! (p)

4.3 Interpolacion polinomial

4.3.1 Introduccion

Suponemos que tenemos los valores {z;,y; = f (z;)} @ = 0 : n con z; distintos entre si. Queremos determinar
el polinomio p € P, de grado maximo n tal que p (z;) = f (z;) parai = 0 : n. Si no hay igualdad, no podemos
Ilamarlo interpolacion.

En primer lugar, veamos que la solucién es tnica:
Suponemos que hay dos: p1 € P, y p2 € P,.
Entonces py (z;) = f (2;) Viyp2 (z:) = f (i) Vi.
Se cumple ademds que p; — p2 € P,.

p1 (x;) — pa (z;) = 0 constituye un polinomio de grado n con 7+ 1 soluciones (ya que tenemos n + 1 valores),
por tanto:

p1(z) = p2(z)

Y la solucién es unica.

4.3.2 Interpolacion lineal

En este caso, lo que se tiene para la funcién ¢ () es una combinacién lineal de una serie de funciones ¢; ()
que llamaremos funciones base,

o) = aipi (x)
i=0

Por ejemplo, para ¢ () € P, (R™) se puede tomar la base candnica

cpi(x)e{xo,xl,xz,...,m"} 1=0:n
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Para n = 2 se tiene
@ (x) = appo () + a1p1 (x) + azp2 ()

Se conocen los ¢; () y hay que calcular los coeficientes a;, imponiendo las condiciones de interpolacion:
¢ (z0) = aopo (z0) + a1¢1 (z0) + azpz (v0) = f (o)
¢ (z1) = aopo (71) + arp1 (21) + azpe (1) = f (71)
¢ (z2) = aopo (72) + arp1 (T2) + azpa (12) = f (72)

Que se pueden escribir matricialmente como un sistema de ecuaciones lineales

®o (z0) 1 (z0) 2 (20) ao I (20)
wo(r1) w1 (1) @2 (71) ar | =\ f(x1)
wo (12) w1 (T2) @2 (72) as f(x2)

Para la base candnica tendriamos una matriz de Wandermonde

1z 3
A= 1 z; 23
1 xo a3

Esta matriz cumple
det (A) #0 sizg # x1 # 29

det (A) = (xg — x1) (kg — x2) (21 — x2)

& El problema de interpolacion tiene solucién tnica, que se puede expresar en distintas bases: canénica, de
Lagrange, de Newton, ...

© La base candnica, sin embargo, tiene un inconveniente: si tenemos el polinomio para x1, 2 y 3 y nos
llega una nueva informacién para el punto x4, lo que se ha calculado anteriormente no sirve para nada,
por lo que no es adaptable a la llegada de nueva informacién. Veremos que la base de Lagrange tampoco
lo es.

4.3.3 Método de interpolacion de Lagrange

Usamos una base {ly (z),l; (z),...,I, (z)} para el espacio P,, de forma que:
p(x)=> yilk () (4.1)
k=0

Esta es la formula de Lagrange, y se tiene, para cada valor que tenemos:

p(z;) = Zyklk (i) = yi
k=0
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Es decir, que se tiene que determinar la base para la cual
ai = f(v;) =y

La forma facil de hacer esto es que sélo quede un sumando para cada x;:

yili (z:) = yi

Para n = 2 tenemos
p2 (z) = yolo (z) + y1ly () + yala ()

Y las condiciones de interpolacién son, para este caso, las mismas
p2 (w0) = yolo (zo) + y1lx (z0) + y2l2 (x0) = o
p2(z1) = yolo (z1) +y1ls (z1) + y2lo (1) = w0
p2 (z2) = yolo (z2) +y1ly (z2) + yal2 (2) = ¥

De la primera, debe salir
lo (.%'0) = l1 (1‘0) = lg (.%'0) =0

En general serd

Li(@)=1 Li(m)=0 Vi#k| (4.2)

Se tendrd para cada elemento de la base
lLi(x)=c(x—x0)(x—x1) (. —x5-1) (x — Tj31) -+ (x — )
Li(xi)) =1=ci(xi —x0) (s — 1) - (@5 — Tim1) (X5 — Tip1) - (@5 — )

Por tanto la constante ¢; para que sea [; (x;) = 1 debe ser

1
C; = 4.3
(@~ 7o) (w1 —21) (@~ 1) (@1~ wen1) (21— ) )
Asi, se escriben los I; () de la siguiente forma:
L (2) = (@ —x0) - (& —wim1) (¥ —@ig1) -~ (& — ) (4.4)
' (i — o) -+ (@i — wi1) (T — wiga) -~ (5 — )

Y si escribimos 6,41 () = (z — x¢) - - - (x — x5, ), nos queda:

Oni1 ()

hile) = (@ — i) 0,11 (1)

Ejemplo 4.1:

Si se tiene la siguiente tabla de valores:
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—1| 4
0 2
4 3
1| -2
El polinomio de Lagrange nos queda:
B z(x—4)(x—1)
e S iy
(z+1)(x—4)(z—-1)
TS I CET IO
(z+1)(x—=0)(z—1)
e T ey
B 2(1‘+1)($—0)(1‘—4)
(I+1)(1-0)(1—-4)
[ |
Ejemplo 4.2:
Dados los siguientes valores:
011
112
2|5
311
Calculamos el polinomio de grado 3 de Lagrange
pg(w) :1-lo(.%')+2~ll(1')+5'l2(1‘)-‘rl-lg(.%')
o (z) = (x=1)(z—2)(z—3)
0 (0—1)(0—2)(0—3)
L (2) = (x —=0)(z—2)(z—3)
(1-0)(1-2)(1-3)
b (z) = (x=0)(z—1)(z—3)
(2-0)(2-1)(2-3)
Iy () = (x=0)(z—1)(z—-2)
° B-0B3-1)(3-2)
El coeficiente de " serd
—~ [ ()
=0 1] @i — )
i
|

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 105 http://www.telecos-malaga.com



4.3. Interpolacién polinomial 4. Interpolacién y aproximacién

El inconveniente de este método es que el polinomio cuesta mdas evaluarlo que con el algoritmo de Horner
(Ruffini):

p(z) = apz™ + a1zt + - ay

Yy =ao

y=yr+a; 1=1:n

Ademas, si se afiade otro dato, hay que volver a escribir el polinomio entero desde el principio, por lo que no
es adaptable.

A continuacién vemos el cddigo en Matlab para obtener el polinomio interpolante de Lagrange.

Algoritmo 4.1: Interpolacion polinémica de Lagrange

% Esta funcion realiza la interpolacion

[o)

% polinomica a traves del uso
% de la formula de Lagrange
function [Px] = lagrange (x,fx)
long=length(x);
Px=0;
for i=1l:1long
pol=1;
for k=1:1long
if k~=1i
pol=conv(pol, [1 -x(k)]);
end
end
Px=Px + fx(i)* (pol./polyval(pol,x(i)));
% —> Px=Px + fx(k)*Lx(k) (Sumatoria)
end

4.3.4 Polinomio de interpolacion de Newton

4.3.4.1 Definicion

Se pretende con este método que al afiadir un punto, sélo se afiada un sumando al polinomio, sin alterar el resto.

Es decir, si tenemos el polinomio py_1 () interpolante para {x, x1, ..., Zk_1} y queremos el polinomio py, ()
que sea interpolante para {xg, x1,. .., Z)}, pretendemos que podamos obtenerlo como

i (2) = pp—1 (x) + Qx ()

Y también que py, (x) sea facilmente evaluable.

Para ello, debe cumplirse:

http://www.telecos-malaga.com 106 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



4. Interpolacidén y aproximacion 4.3. Interpolacién polinomial

1. pg(x;) = f(x;) parai =0 : k — 1, para que sea interpolante. Para ello,
f (i) = pr (@) = pr—1 (@) + Qk (x4)
como p_1 (z) interpolaba para i = 0 : k — 1, debe ser
Qr (x;)) =0 i=0:k—1
Qr (x) = apby ()
2. pg(xr) = f (zx) para que interpole en el nuevo punto, y por tanto

f(wr) = pi (1) = pr—1 (x) + arby (1)

Es decir
o = f (@) — pr—1 (wk) (4.5)
O (xk)
A ay, lo llamamos diferencia dividida de orden k, y se nota como
flzo, . ]
Asfi pues, para los polinomios sucesivos tendremos
po (z) = f [xo]
01(x)
——
p1 (@) = [ [wo] + f [w0, 21] (z — @0)
02(x)
p2 () = flxo] + [ [0, 21] (z — w0) + [ [0, 21, 2] (x — @0) (2 — 21)
Definiendo 6y (z) = 1, tenemos el polinomio de interpolacién en la base {6y (x),01 (x),...,0, (z)}, que

llamamos base de Newton.
La ventaja principal es que se aprovecha la informacién conforme va llegando, por lo que es adaptable.
El coeficiente de " es
~ flw)
Flroan, o an) = 3 L)
=0 (z; — o)
k=0
ki
Es el mismo que en el polinomio de Lagrange, ya que hemos dicho que el polinomio de interpolacién es tnico.
La derivada n-ésima de p,, (z) es

PZ) ('I) = f [:EOal‘la s ,fL’n] n!

En cuanto a la evaluaciéon, dado un « en el que queremos conocer el valor de la funcidn, se usa el esquema de
Horner generalizado, que consiste en sacar factor comin con un esquema anidado, por ejemplo

p2 (z) = [ [xo] + (o — z0) (f [T0, 21] + (0 — 21) f [w0, 71, 72])

Y en un ordenador operaremos desde dentro hacia afuera.
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4.3.4.2 Desarrollo para obtener el polinomio

Vamos a ver el desarrollo paso a paso, empezando con un punto:

Se tiene (0, Yo):

po () = yo

Si se afiade un punto (z1,y1):

B p1 (zo) = po (20) = Yo
p1(x) = po (z) + a1 (z — z0) _’{ p1(21) = y1 = yo + a1 (z1 — xo)
_ -

= f['r()?xl]
r1 — X0

a

Donde a f [xg, z1] se le llama diferencia dividida.

Afadimos un tercer punto (2, y2):

p2(z)) =p1(z;) i=0:1

P2(w) = p1 (@) oz (@ —a0) (w = m1) = { y2 = p2 (x2) = p1 (x2) + a2 (x2 — z0) (22 — 21)

gy Y2=p1(@2) w2 — (ot flwo,m] (@2 —20)) _ fre, 2] — flwo, 2]

(w2 — x0) (2 — 21) (w2 — x0) (w2 — 1) Ty — T

Por induccién, llegamos a:

(1) )

A

Tiqyeee, Lf Loy Ligy ooy Lip_
f[ximxiu---xik] = f[ - Zk] f[ L = 1] (46)
I'Z‘k—.%'io

El que estd en (1) y no estd en (2), tiene que estar en el denominador, lo mismo que el que estd en (2) y no en
(D.

Por tanto, nos queda el polinomio de interpolacidn siguiente:

pn () = flxo]l + f[ro,z1]) (x —x0) + ... + flxo, 21, 2] (@ —20) (. —21) -+ (x — (1) (47)

En la tabla (4.1) se puede ver un ejemplo de diferencias divididas sucesivas con 6 puntos. En esa tabla faltarian
las diferencias con 5y 6 componentes, f [x;—4, T3, Ti—2,Zi—1,%;| Y [ [Ti—5, Ti—a, Ti—3, Ti—2, Ti—1,T;].

Ejemplo 4.3:

Teniendo la siguiente tabla de valores, hallar el polinomio de interpolaciéon de Newton:
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4.3. Interpolacién polinomial

‘ € ‘ [ (x) ‘ floio1, 2] ‘ Jlri—o, w1, 24 ‘ Jlwi—s, w0, i1, 2]
w0 | f [zo]
w1 | f 2]
flza] = f 0]
Tr1 — X
zy | f |2
[ o1, @] — f [z, 21]
flao] — f 2] T9 — T
T9 — X1
r3 | f[z3]
f[x27x3] - f[.fl,.%'Q]
flzs] — f[x2] T3 — I, [y, wo, w3] — f 2o, 21, 2]
T3 — T2 T3 — Xo
zy | flx4]
flzs, wa] — f 22, 23]
[ lxa] = f 23] T4 — T [ o, w3, 4] — f |71, 0, 73]
T4 — T3 Ta— T1
w5 | f [7s]
[ lra, x5] — f 23, 24]
f [‘T5] - f [$4] T5 — T3 f [1‘371'47'%5] - f ['1"271'37'%4]
T5 — X4 Is — T2
Tabla 4.1: Diferencias divididas para 6 puntos
Hallamos las diferencias divididas sucesivas:
a; = 0_2(__41) = f [$07‘T1] = -2
_ ,%, _9
GQZ%:]{‘[CEO,-TQ]:—% - d4_(0 ) :f[xOMTth]:Qg_O
ay = =24 — f] _ _3 —3-(=2) _ _ 1 Zltmo_
3= T1x1 xOva] - - 1-0 - f[xo,l'l,.%'g] - - 1-4 — 60

Tenemos, por tanto, el siguiente polinomio de interpolacidén:

p@g=4_2@+¢y+§ﬂx+1mx—m

4.3.4.3 Esquemas para calcular las diferencias divididas

Hay dos formas de calcular las diferencias divididas:

+ B i@ -1
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4.3. Interpolacién polinomial

4. Interpolacién y aproximacién

Neville
En este caso, si queremos calcular la diferencia dividida
flz1, 22, 23]

Tomamos x; = x1y x; = 3 (v, el primero y x; el dltimo). Nos quedard

[ w2, 23] = f 21, 2]
Tr3 — T1

f [:Ula T2, ‘T3] =

Se usan diferentes conjuntos de puntos consecutivos, segin un orden.

Vemos el esquema de cémo quedarian las diferencias divididas sucesivas:

zo | f [zo]
z1 | flei]  flxo, 1]
v | flze] flzi,22]  f[z0,71,72]
w3 | fles]  flra 23]  flri,m2,23]  flwo, 21, 22, 23]
Aitken
Ahora, para calcular
flzo, 21, 23]

Se toma x; = w1y z; = x3 (; el dltimo y z; el pendltimo). Ahora se tiene

flzo, 23] — f w0, 21]
Tr3 — I1

flwo, 1, 23] =

Aqui se usa para calcularlas el mismo conjunto de puntos junto a otro punto que los diferencia.

En este caso, las diferencias divididas son

zo | f[xo]

z1 | flea]  flzo,21]

xo | flra]  flwo, 2]  f 2o, 21, 29]

x3 | flws]  flzo,xs]  flwo,m1,m3]  f [0, 21, 22, 3]

La tnica diferencia que hay entre ambos es al implementarlo, ya que en Neville no se podria sobreescribir
f[x1,x2) con f[xg,x1,z2] porque f [x1,z2,x3] necesita el valor de f [x1,x2], mientras que en el esquema de
Aitken si que se podria sobreescribir, ya que al calcular f [z, x2, x3] se usa f [zo,x1] y f [z0, 23], por lo que

se puede ahorrar en memoria sobreescribiendo valores.

A continuacién vemos el c6digo en Matlab para implementar el método de Newton para calcular el polinomio

de interpolacién.

Algoritmo 4.2: Interpolacién de Newton

http://www.telecos-malaga.com 110 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



4. Interpolacidén y aproximacion 4.3. Interpolacién polinomial

% Algoritmo de interpolacion de Newton
% en diferencias divididas

% function [Px]=inewton(x, fx)

<)
°

% x ———> puntos donde se conoce la funcion
% fx ———> valores de la funcion en dichos puntos
% Px ———> polinomio de interpolacion resultante

function [Px]=inewton(x, fx)
long=length (x);

Q

% Grado maximo del polinomio
% de interpolacion
dif=zeros(long); % Matriz de diferencias divididas
dif(:,1)=£fx’;
cont=2;
for col=2:1long
for row=cont:long
inicf=dif (cont-1,col-1);
inicx=x(col-1);
dif (row,col)=(dif (row,col-1)-inicf)/(x(row)-inicx);
end
cont=cont+1;
end
dif
coef=diag(dif)’;% la diagonal principal de la matriz son los
% coeficientes que hay que multiplicar.
Px=0;
for i=0:1long-1
pol=1;
for k=1:1i
pol=conv(pol, [1 -x(k)]);
end
if i<0
Px=polisum(Px, coef (1) *pol);
else
Px=polisum(Px, coef (i+1) *pol);
end
end

Donde se ha definido la funcién polisum como

[o)

% Suma de polinomios
S
o

[o)

% [suma]=polisum(a,b);
function[suma]=polisum(a,b)

na=length(a);

nb=length (b) ;

suma=[zeros(l,nb-na) al+[zeros(l,na-nb) b];

¢
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4.3. Interpolacién polinomial 4. Interpolacién y aproximacién

4.3.4.4 Formulas en diferencias finitas

Esto es s6lo como mencion. Se usa para puntos equiespaciados, es decir, para z; = x, + th

Se definen las siguientes diferencias:

1. Progresiva: Af (z) = f(z +h) — f (z); AF = A (AFD)
Se usa cuando el valor « en el que se desea interpolar esta cerca del principio de la tabla.
Con esto, la férmula de Newton queda

Ak
f[xo,...,xk]:%

Y el polinomio de Newton tiene la siguiente expresion

pn(l’o—l—th)zzn:(]i)Akf(l‘o) teR,t>0

k=0

2. Regresiva: Vf (z) = f (z) — f (x — h); VF = V (V1)
Se suelen usar cuando el valor « en el que se quiere interpolar esta cerca del final de la tabla.
El polinomio de Newton es

"t k-1

>V’“f(:cn) teR,t<0
k=0

”El punto en el que estoy menos el anterior”.

3. Central: §f (z) = f (x4 h/2) — f (x — h/2); 68 =6 (6"71)

4.3.5 Error de interpolacion

Supongamos que tenemos un polinomio interpolante p,, () en {zg, z1,...,x,} y llega un nodo nuevo (gené-
rico) z. Quiero hacer

Pn+1 (.%') = Pn (1’) + Qn—l—l (1’)

El valor del polinomio en el nuevo nodo x tiene que coincidir con el de la funcién f (z). Por tanto,
Pn+1 (‘T) = Pn (‘T) + f [l'(], <oy Ty 'I] 0n+1 (‘T)

Llamamos error de interpolacion a la diferencia entre la funcién y el polinomio de orden n:

[E(@) = f (@) = pu (@) = 00, @0, 3] s () “38)

Si la funcién f es de clase n + 1 en [a, b] (continua y con derivadas hasta el orden n + 1 continuas) siendo

a =min{xg,z1,...,Tn,x} y b=max{xg,z1,...,Tpn, T}

entonces E,, (z) = f (z) — pn (x) es de clase n en [a, b], y ademds tiene al menos n + 1 ceros en [a, b]. Asi,
por el teorema de Rolle:

© F (x) tiene al menos n ceros en [a, b]

= E) (x) tiene al menos n — 1 ceros en [a, b]
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(@---

= EY (z) tiene al menos 1 cero en [a, b]

Sea ¢ tal que 28 (&) = 0, entonces

0=EM (&) = f" (&) —p2 (&) = f (&) — nlf [vo, 21, .., 2]

= f[xo,.%'l,...,l’n] =

Al afnadir un punto sé6lo hay que derivar una vez mas y dividir por n + 1:

AR (3
f[l’(),.%'l,... ,$n,1’] = m
Por tanto, la expresion del error de interpolacién queda
n+1)
E, (v) = @Tf)g')e”“ () 4.9)

Siendo & = £ ().
La expresion es similar a la del residuo de Taylor.

Comentarios:

& Por tanto, si evaluamos en un punto que esté cerca de alguno de los puntos de interpolacién obtenemos
mayor precision por decrecer la funcion 6,1 (x) para dichos puntos.

& No se debe extrapolar salvo en puntos préximos a los extremos.

® No usar muchos puntos de interpolacién (derivadas de orden pequeno e interpolacién de bajo grado).

Si se aumenta el nimero de puntos ;el polinomio se parece més a la funcién?

No es 16gico pensarlo, y en general no ocurre. Tampoco suele servir tomar puntos concretos. De hecho, cuando
se aumenta el nimero de puntos, y con ello el grado del polinomio, se pone de manifiesto el comportamiento
oscilatorio de los polinomios de grado alto.

Teorema de Weierstrass. Una funcién continua y definida en un intervalo [a, b] se puede aproximar tanto como
se quiera por un polinomio definido en ese intervalo.

4.4 Interpolacion osculatoria

4.4.1 Introduccion

Si las funciones que queremos interpolar tienen muchos cambios bruscos, el polinomio interpolante tendrd por
lo general una evolucién més suave, y el error de interpolacidn serd muy grande. Por eso, se imponen también
condiciones a los nodos en cuanto a las derivadas de la funcién.

Es decir, para 7z = 0 : m se tienen en los nodos z; los siguientes datos:
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4.4. Interpolacién osculatoria 4. Interpolacién y aproximacién

= los valores de la funcién en todos los puntos: f ()

= las derivadas hasta el orden kg de la funcién en xo: f' (xg), f (x0), ..., fF0) (z)
© las derivadas hasta el orden k; de la funcién en x1: f' (x1), " (x1), ..., fF) (1)
=

= las derivadas hasta el orden k,, de la funcién en z,,: f/ (), f” (@), ..o f5m) (210)

Por tanto, las n + 1 condiciones que hacen falta para el polinomio de grado n serdn que sea interpolante (m + 1
condiciones, los valores de la funcién) y la suma de las k; derivadas para cada punto:

m
n+l=m+1+ Z k;
i=0
Ejemplo 4.4:

El ejemplo mds claro de interpolacion osculatoria es el caso de kg = n, m = 0, es decir, el
desarrollo en series de Taylor:

f' (o)
1!

f" (o)
21

pn () = f (z0) + (z —x0) + (x—x0)? 4 ...+ —Y

4.4.2 Interpolacion de Hermite

Los polinomios de Hermite se dan cuando k; = 1 ¢ = 0 : n, es decir, cuando se conocen la funcién y la
primera derivada en cada punto. Este es un caso frecuente.
El grado del polinomio serd
n=2m-+1

Al resolver estos polinomios se dan diferencias divididas con puntos coincidentes, ya que se conoce més de un
dato por cada punto: f [CE k1 x]
Para construir el polinomio se crean unos nodos ficticios duplicados:

22 = R2i+1 = Tg

tantas veces como indique k; (en este caso, 1).

Ejemplo 4.5:

Si se tienen los datos (z;, f (), f' (2:)) y (zit1, f (ig1), f' (zi+1)), para obtener el polinomio
de interpolacion osculatoria de Hermite por diferencias divididas de Neville tenemos:

iz f (zi) fleicvz] | flaieziin, 2] | flzios 22,21, 2]
0 z | flx)

L o | f) | 2

2 | miy1 | f(zig1) f(ﬁjjfiﬁf“) ““’;”jjﬂ_;f'(“’

3| zis1 | f(xis1) % f/(rz'+$1i):1f_[iz,m+1] f[21,22;;311—f9[;0721=z2}
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4. Interpolacién y aproximacion 4.4. Interpolacién osculatoria

Donde hemos hecho:

_algo  algo
flz0,21] = —2 0
como no se podria resolver, usamos
n)
f[a:o,...,xn]:fnfg) € € [xo, 2]

flz0,21] = T 1,' v <E{< ==y
2Y también para
! (s
Flen,z) = TE1)

Por tanto, el polinomio de interpolacién quedard de la siguiente forma:

[z, zi] f ()

Tit+1 — &4

ps = fx)+ [ () (@ —2) + (x — z;)?

+f[21722723] _f[20721722] ("E
Tit1 — X4

- iEz')Q (x —wiy1)

Si escribimos x;11 = x; + h; entonces se obtiene la expresién de interpolacion de Hermite cibica, que es
una interpolacion por segmentos, y su polinomio en cada subintervalo [x;, ;1] es

R O e

[ (@) = 2f [wi, xipa] + f (@is1) (@ — )
h? '

+

En Matlab hay un tipo de interpolacién que se llama “a trozos”, y que se realiza con la funcién interpl, que
tiene dos casos interesantes:

® interpl(x,y,a, 'linear’):interpola mediante una funcién lineal (una recta) una funcién usando
los nodos contenidos en x y los valores de la funcién en y. Devuelve los valores de la funcién interpolada
para los nodos de a.

® interpl(x,y,a, "cubic’):enla versién 6.0 de Matlab interpola con una funcién ctibica y aproxi-
mando la derivada con diferencias finitas. En la versién 5.3 hace otro tipo de interpolacién, con funciones
spline.

4.4.2.1 Expresion de Newton para el polinomio de interpolacion de Hermite

En la tabla (4.2) se pueden ver las diferencias divididas aplicables al caso de que haya puntos coincidentes.

El polinomio de interpolacién sale, por tanto, de grado 2n + 1:
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4. Interpolacién y aproximacién

‘ Zi ‘ [zl ‘ [ lzic1, 2] ‘
zo | f (o)
zo | f (o) [ (%0)
z1 | f(21) | f[wo, 7]
r1 | f(z1) [ (1)

x‘n f(xn) f[xn—hxn]

Tabla 4.2: Diferencias divididas indefinidas

Pypy1(x) = flzo]l + f [z, 0] (x — 20)
+  f[zo,z0,21] (x — m0)?

+  flzo, 70,21, 21] (x — w0)? (z — x1)

+ f[xo,xo,xl,ml,...,xn,an(17—-xo)Q---(x-—-xn_l)Q(x-—;tn)

A continuacién se muestra el cédigo en Matlab para implementar el método de Hermite con diferencias dividi-

das de Newton.

Algoritmo 4.3: Método de Hermite para interpolacion con diferencias divididas de Newton

o\

Metodo de interpolacion de Hermite con

o\

la expresion de Newton

o\

o\

Uso: Px=hermnew (x, fx, fpx)

[}
°

% x ———> puntos donde se conoce la funcion

% fx ———> wvalores de la funcion en dichos puntos
% fx ———> valores de la derivada de la funcion en
% dichos puntos

% Px ———-> polinomio de interpolacion resultante

function [Px]=hermnew (x, fx, fpx)

Q

long=length(x); % Grado maximo del polinomio de interpolacion

[o)

dif=zeros(2*long);%$ Matriz de las diferencias divididas

colx=zeros(2*long, 1) ;

for k=1:2:2*1long
colx(k)=x((k+1)/2);

end;

for k=2:2:2*1long

% Creamos el vector con los puntos multiples
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4. Interpolacién y aproximacion 4.4. Interpolacién osculatoria

colx(k)=x(k/2);
end;
% Introducimos los valores de la funcion
% por partida doble por cada punto
for k=1:2:2*1long-1
dif(k,1)=fx((k+1)/2);
end;
for k=2:2:2*1long
dif(k,1)=fx(k/2);
end;
% Montamos la columna de segundas diferencias divididas
for k=2:2*1long
inicf=dif(k-1,1);
xXin=colx(k-1);
xfi=colx (k) ;
if xin~=xfi
dif(k,2)=(dif(k,2-1)-inicf)/(xfi-xin);
else
dif (k,2)=fpx((k)/2);
end;
end;
% Iteracion
cont=3;
for col=cont:2*long
for row=cont:2*long
inicf=dif (row-1,col-1);
Xin=colx (row—cont+1) ;
xfi=colx (row) ;
dif (row,col)=(dif (row,col-1)-inicf)/(xfi-xin);
end;
cont=cont+1;
end;
coef=diag(dif)’; la diagonal principal de la matriz
son los coeficientes
que hay que multiplicar.

o° o o°

Px=0;
for i=0:2*long-1
pol=1;
for k=1:1i
pol=conv(pol, [1 —-colx(k)]);
end;
if i<0
Px=polisum(Px, coef (1) *pol);
else
Px=polisum(Px, coef (i+1) *pol);
end;
end;

¢
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4.4.2.2 Forma de Lagrange

Pont1 (z) = Enj f (i) Hi (x) + Enj ' (@) H; (x) (4.10)
1=0 =0
Con H; y H; a determinar:
Hj(z) = (1= 2(z —a;) Ly, ; (7)) Ly ; (2) (4.11)
y
Hj(z) = (z — z;) L} ; () (4.12)

Donde L, ; () denota el j-ésimo coeficiente del polinomio de Lagrange de grado n.

4.5 Interpolacion recurrente

Vamos a ver el algoritmo de Neville para generar recursivamente aproximaciones polinémicas de Lagrange:

Dados Sy T' dos subconjuntos de {xq,z1,...,2,} con S =T = {zg} yT — S = {zr}, Poy (z) es el
polinomio de interpolacién de grado k& que utiliza los puntos de un conjunto C' C {zg,z1,...,x,} siendo
k + 1 el cardinal de C'y los puntos z; todos distintos:

Pgp-1(z) (x —2r) — Prj-1 (z) (v — xg)

Psur (z) = p—

(4.13)

Denoténdose P . el polinomio en los puntos {0,...n} de grado k, se pueden ver en la tabla (4.3) las
aproximaciones para polinomios de Lagrange usando el método de Neville.

‘ T ‘ f(z) ‘ 1 punto ‘ 2 puntos ‘ 3 puntos ‘
zo | f(zo) | Poo (@)
1 | f(7) | Pro(a) | P ()
zy | f(z2) ;

Pro(a) | Piaa (o) Po.1,2:2 ()

Tn f (mn) Pn;O (a) Pn—l,n;l (a) Pn—2,n—1,n;2 (a)

Tabla 4.3: Aproximaciones para el método de Neville

4.6 Interpolacion trigonométrica

Pasa el problema de reales a complejos. Se toman puntos equiespaciados en [0, 27), conociendo valores de la
funcién en esos puntos y considerando dicha funcién periédica de periodo 27. Consiste entonces en expresar
el polinomio de interpolacién en funcién de senos y cosenos.

Si hay un nimero N impar de puntos (N = 2M + 1):
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M

= ?0 + Z ay, cos (kx) + by sen (kx)) 4.14)
k=1

y sies par (N = 2M):
M-1
ao ap
=3 + (ag cos (k) + b sen (kz)) + —, oS (Mx) (4.15)
k=1

Los coeficientes ay, son la transformada cosenoidal discreta de Fourier, mientras que los b, son la transfor-
mada senoidal discreta de Fourier.

Recordamos las férmulas de Moivre:

ell‘ _|_6—Z$
cosyr = ———
eiT _ o
senx = -
21

Yaque e = cosx +isenxye ¥ =cosx —isencz.

Usando esta férmula de Moivre, el problema se queda como:

M ikx —ikx M ikx —ikx
ap e +e et —e
®(z) = 7—1-2@19 9 +Zbk 2
k=1 k=1
M
a b . ar +1b _
— ap Y (B ety (S0 e
k=1 k=1

La periodicidad se refleja en la dltima expresion, ya que e™*® = ¢/(N—k)z,

Expresién compleja del polinomio trigonométrico:

t(r)=ap+o e tag e 4 4 ay_q e (4.16)

Con los oy, complejos, que se pueden calcular de la siguiente forma:

1A 1 = 2mik
=D V"= D ume N (4.17)
n=0 n=0

Siendo ¢ (zy) =y parak =0: N — 1.

Tenemos por tanto un problema de interpolacién compleja, que también tiene solucién unica. El problema es

®o (7o) ¢1(z0) ... pN-1(20)
Aoy A= ®o (1) o1(z1) .. N1 (T1)
go(@y-1) ¢1(En1) - on-1(@yo1)
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Donde los ¢y, (x) son las funciones basicas, que en el problema de interpolacion trigonométrica son

k

ok (x) = () (4.18)
Y los puntos xj, estan equiespaciados entre 0 y 27:
27k
= Ek=0:N-1
Tk N

Por tanto podemos expresar los elementos de la matriz A como

2milk _ . _2mi
ag =@ () =€ N =w Itk definiendow = e~ N

La matriz A queda entonces una matriz de Wandermonde compleja. Para N = 4 serd

1 1 1 1
1 wb w? w3
A= 1 w2 w? w - FJI\L]I
1 w3 wb
1 1 1 1 11 1 1
o H 1wl w? WP . 1 — -1 1
Fy = (FN) - 1 w2 Wt W - 1 -1 1 -1
1 w? Wb W 1 7 -1 —i
Aunque no lo demostramos, se cumple
4 0 00
0400
FyF = 00 40 | =Hy=NIy
0 0 0 4

Por tanto, escribimos

Aa:yHAHAa:AHyiAHA:FNF]I\?:NINiNIa:FNy

Por tanto, se puede despejar o obteniéndose

1
N

o =

1
FyI 2 NC (4.19)

la solucién del problema de interpolacién en el campo complejo. El vector C' es la transformada de Fourier
discreta de los valores y de la funcion:

N-1
cp = Zynw’m k=0:N—1 (4.20)
n=0

El célculo de los valores yj, en funcién de los ci, es la transformada inversa de Fourier discreta:

| N1
ykzﬁzocnw_lm k=0:N-1
n=
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Pues Fyy=Cyy= Ff\fz, asi que

1
FNFﬁz:C*:N[z:C:z:NC

Para los coeficientes aj, y by, con N impar:

040:a2—0 ak:@ OéN,k:—ak—;ibk k=1:M
4.21)
ag =2ag ap = o + an_g bk:i(ak—aN,k) k=1:M
Y para N par:
ag =% ap = —a’“;ib’“ an_g = —“kgibk E=1:M—-1 ay="%
(4.22)

ag=2ap ap=op+any_r bp=i(ag—an_k) k=1:M—-1 ap =2y
Lo que se puede escribir de otra forma:

ap = o +an_ = (ckx + cn—k)

Z|-

by =i () — an—k) = % (ck — en—k)

Y para el caso par
an 1

o oM = yem

Cuando los puntos x; no los tenemos para el intervalo [0, 27),
t—>xo,m0+h,xo+2h,...,x0+(N—1)h
Se hace un cambio de variable

t—xo2m
h N

Tr —

Ejemplo 4.6:

Dados los puntos
r=[1 125 15 175 2 225 25 |

Y los valores de la funcién
y=[-1 2 4 4 3 4 6]

Hay N = 7 puntos.
Para obtener el intervalo entre O y 27 hay que hacer el cambio

8
z:TW(x—l)

El polinomio de interpolacién tendrd la siguiente expresion:

6(x) = ap/2+aicos <87” (z — 1)> + ag cos (167” (@ — 1)) + ag cos <247” (z — 1)>

— bysen (87” (@ — 1)> + by sen (167” (o — 1)) + bysen (247” (@ — 1))
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4.6. Interpolacién trigonométrica 4. Interpolacién y aproximacién

Los coeficientes los obtendremos con las expresiones

ar = o + an_g by =1 (o — an_g)
Y los valores de o, los podemos obtener usando la funcién £ £t de Matlab:

3.14286

—0.58558 + ¢0.38478
—0.80336 + 70.66879
a=~fft(y)/7 = —0.6825 + 10.10866
—0.6825 + 1 — 0.10866

—0.80336 — ¢0.66879

—0.58558 — 10.38478

Por tanto

ag =2-3.14286 a1 =—1.1712 a9 = —1.6067 a3 = —1.365

by = —0.76956 by = —1.33758 b3 = —0.21732

Podemos encontrar expresiones cerradas para calcular los coeficientes aj, y by, usando

N—-1 1 N—-1
o= Syt = v 3 WDk otk

Para ay:

i

=
ing

ap = Yn <wkn _'_w(ka)n)

z
L

I
|-
iing

Un <wnk + w—nk)

z
L

y. < e 2mikn/N | eQm’lm/N)
n

=] =
S
o

N-1

2 2wkn
ap = N Z Yn, COS N (4.23)
n=0

Por eso se llama transformada cosenoidal discreta de Fourier, por que es funcién de los cosenos.
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4. Interpolacién y aproximacion 4.6. Interpolacion trigonométrica

Para by,
1 N-1
by = —i Yn <wk” w_lm)
N n=0
N-1
2k
- = Zyn(—%)sen T
n=0
N-1
2 2mkn
b = > ynsen N (4.24)
n=0
Casos particulares:
e k=0:
1 1 Nl 1 Nl
a0/2:a0:N00:NZynw0":NZyn
n=0 n=0

El coeficiente es la media de los valores de la funcion

e Si N es par:
1 1 Nl e 1 N-1 .
CLM/2:04M:NCM:NZan :NZyn(—l)
n=0 n=0

Estas férmulas son de interés para aproximar los coeficientes del desarrollo de Fourier: para f () peridica en
(a,b), el desarrollo en series de Fourier es

AO > 27 > 27
f(z)= ?%—;Akcos (b—akx> +kleksen (b—akx>

Donde los coeficientes Ay y By son

2 [ 21 2 f* 21
Ak:b_a/af(x)cos<b_ak:x>dx Bk:b_a/af(a:)sen<b_a

Si en vez de hacer el desarrollo con infinitos términos se aproxima con M términos,

Ap M 27 M 27
Ty () = 7+2Akcos b—akx —i—ZBksen b—akx
k=1 k=1

k:x) dx

12

12
o]

+
E

N

ol

Q

g
7 N\
|
IS

5

8
N——

+
=

3>
ol

8
7 N
15
IS

5

8
N——

(1>
=
&

Donde hemos aproximado

Y siendo

. 2 2
A = ay cos T ka | — b sen T ka
b—a b—a
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4.7. Teoria de la aproximacién en espacios vectoriales normados 4. Interpolacién y aproximacion

A 2 2
B, = ai sen il ka | + by cos T ka
b—a b—a
Para que el desarrollo en series de Fourier se pueda hacer de esta forma, hay que considerar al menos 2M + 2
puntos en [a, b], es decir, N > 2M + 1. Esto es debido a que si se toman menos puntos, aparece aliasing.

Si se toman mds puntos, se aproximan mejor los primeros Ay y Bj.

4.7 Teoria de la aproximacion en espacios vectoriales normados

4.7.1 Introduccion

Un espacio normado no es mds que un espacio vectorial con una norma, por lo que se pueden definir distancias.

Ahora tratamos de aproximar un elemento f de un conjunto E mediante elementos de un subconjunto V de E,
siendo esta la mejor aproximacion posible.

Hay que elegir un criterio de aproximacién. Una vez fijado el criterio que seguimos tenemos que preguntarnos:

& ;Bajo qué condiciones existe alguna mejor aproximacién? ;Es esta tnica?
& ;Coémo se caracterizan las mejores aproximaciones?
& ;Cdémo se calculan?

Vamos a trabajar con espacios normados y subespacios de dimensién finita, y consideraremos aproximaciones
minimo-cuadréticas.

.Y por qué queremos aproximar teniendo la interpolacion? La respuesta es que cuando se hacen mediciones
con un polimetro, un osciloscopio, etc., tenemos valores con error, por lo que tiene mds sentido aproximar la
nube de puntos que interpolarla, y con ello se obtiene un polinomio de menor grado.

El menor error posible en la aproximacioén es en el caso de que sea interpolacion, es decir, que el grado del
polinomio coincida con el nimero de puntos.

Este error sera:

= Caso discreto (nube de puntos): es un vector de errores de R¥ con k puntos

& Caso continuo (aproximando una funcién en un intervalo): es una funcién

e(x) = f(x) = pn(2)

Para ver qué polinomio aproxima mejor tendremos que definir las normas funcionales

Veamos las normas que podemos definir, tanto para el caso discreto como para el continuo.

Caso ‘ Producto escalar ‘ Norma 2 ‘ Norma oo
. 2 ,
Discreto (2,9) = 2 lell, = /e ey = /> € lell = méx w lei

b

b
@Mm>qm=/fuM@m:wmm=¢@%=L/émm e @)l = mé w () |e (@)

a
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4. Interpolacién y aproximacion 4.7. Teoria de la aproximacion en espacios vectoriales normados

Donde w; y w (x) son los pesos, ya que se pueden tener mds en cuenta unas componentes que otras, es decir,
dar mds importancia a la informacién de unos puntos que a la de otros.

Ejemplo 4.7:

Sea la funcién
1

- 1+z

e(x)

en el intervalo [0, 1] con funcién de peso w (x) = 1. La norma 2 es

Mientras que la norma infinito

lle (@)oo = jmax

para x = 0. Como la norma infinito es la unidad, se dice que estd normalizada en norma infinito.

4.7.2 Teoremas y definiciones
Teorema 4.1. Dado un subespacio V del espacio normado [E, de dimension finita, para cada f € E existe alguna
mejor aproximacion en V, y el conjunto de las mejores aproximaciones de f es un subconjunto convexo de V.

Este teorema quiere decir que para que haya al menos una mejor aproximacion, debe ser V un subespacio de
dimension finita.

Definicion:

Un subconjunto de un espacio V es convexo si cumple:

AM+A=XNgeV

Sif,geV 0<A<1

Teorema 4.2. Si 'V es un espacio estrictamente convexo, para cada f € [E existe una y sélo una aproximacion
en un subespacio V de dimension finita.

Definicion:

Un espacio vectorial normado E es estrictamente convexo si:

I#y9 INf+(1=XN)gll <1
vag € IE‘:'/ =
£l =llgll =1 0<A<1
O, de forma equivalente,
J+yg
T 1
152 <
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4.7. Teoria de la aproximacién en espacios vectoriales normados 4. Interpolacién y aproximacion

Ejemplo 4.8:

El conjunto R? con la norma infinito no es estrictamente convexo, ya que hay segmentos que
unen puntos de norma 1 que a su vez son también de norma 1, en cambio, con la norma 2 si es
estrictamente convexo.

Definicion:

Producto interior o escalar:
L. (f,9) >0y (f,f)=0«& f=0

2. {f,9) =19, 1)
3. {af +Bg,h) =al(f h)+B(g,h)

= F es normado con la norma || f|| = +/(f, f) (un vector no tiene norma cero si no es el vector nulo).

= F es estrictamente convexo.

Teorema 4.3. (Para caracterizar la mejor aproximacion):

Un elemento v* € V (subespacio con producto escalar) es la mejor aproximacion de f € E en V si y sélo si se
cumple la condicién de ortogonalidad:

(f—0v"v)=0 YveV

4.7.3 Método de las ecuaciones normales

Dada una base de V (de dimension n + 1), {¢; (x),7 = 0 : n}, segtin la condicién de ortogonalidad anterior,
las coordenadas de la mejor aproximacién v*, a; en esa base son solucién del siguiente sistema de ecuaciones
normales:

(9i (x), 05 () a; = (f,¢;(x))  j=0:n (4.25)
i=0

Con una base ortogonal el sistema de ecuaciones es sencillo de resolver.

Dada una base:

(b0, 00) ... (Po,Pn)

(s d0) .. (Gs )

Que se conoce como Matriz de Gram, se dice que la base es ortogonal si cumple

Para todo i # k. Entonces, para el sistema anterior se tiene:

http://www.telecos-malaga.com 126 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



4. Interpolacién y aproximacion 4.8. Aproximacién por minimos cuadrados

(Dr, f)
(P> Dr)

Esto es, dadas unas funciones bdsicas ¢; (x), podemos escribir

ap =

(f —v*,v) < Zc¢l,¢]>—0 Viel:n
Obteniéndose el sistema de ecuaciones normales siguiente
J=1 (f=Dcouo) =0 — (fo1) = ci(dien)
J=2 (F=Y060u02) =0 — (f.00) =i (61,02)

j=n (F=30n0n) =0 = (f.00) =D ¢l (61 0n)
Escrito matricialmente
(P1.01) (P2:¢1) ... (Pn, 1) a (f, 1)
(P1,02) (P2:02) ... (Pn,2) c (f, #2)

<¢17¢n> <¢27¢n> <¢n7¢n> c <fv¢n>

%

Lo mejor es que la matriz sea diagonal, para calcular los ¢} mds facilmente. Esos ¢ serdn los que nos den la
mejor aproximacion.

Cuando el conjunto de funciones bésicas de como resultado una matriz diagonal, serd una base ortogonal y

c*:% i=1:n (4.26)

4.8 Aproximacion por minimos cuadrados

4.8.1 Introduccion

En la aproximacién por minimos cuadrados se minimiza la norma 2, mientras que si se minimiza la norma
infinito se llama aproximacién minimax, pero no la vamos a ver.

4.8.2 Aproximacion polinomial por minimos cuadrados continua

En este caso lo que tenemos es informacion de la funcién en todos los puntos de un intervalo [a, b].

Si tenemos un espacio de funciones continuas en un intervalo [a, b] con el producto escalar:
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4.8. Aproximacién por minimos cuadrados 4. Interpolacién y aproximacién

b
(r9) = [ 0@ @)@ ds

con w (z) > 0 en [a,b] (funcién peso), nula en un nimero finito de puntos, y de forma que para toda funcién
continua en el intervalo exista

L[w@ﬁ@ﬂx

tratamos de hallar el polinomio de grado a lo sumo n, p,, que mejor aproxime a f. Esto implica minimizar

b
E= [ (@)~ pu (@) ds

Siendo p,, ( Z apzh:

b/ n 2
E = / dm—22ak/ da:+/ Zakxk dx
@ \k=0

Por tanto, al minimizar para los a;:

OF b - b
8—:_2/ :U]f(x)dx—i—ZZak/ 2R de =0
4 a k=0 7@

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones normales:

Z ak/ 2Ry = / ) f (z) dx j=0:n 4.27)
k=0 a e

El sistema tiene solucién dnica dados f € C'[a,b] y a # b. La resolucién del sistema es inmediata si se usan
polinomios ortogonales sobre el intervalo con respecto a la funcién peso w (x), generados con la recurrencia
de la seccién anterior. Ademas, el uso de polinomios ortogonales permite aprovechar el esfuerzo de obtener el
polinomio de grado & para obtener el de grado k + 1.

Por el contrario, la evaluacién de las integrales

b
[ 0@ @@ d

normalmente requiere algin tipo de discretizacién si f es muy complicada (integracion numérica, que se verd
en el tema siguiente).

4.8.2.1 Base polindmica estandar

Este caso es el que las funciones bdsicas son

pi(z)=2" i=0:n (4.28)
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4. Interpolacién y aproximacion 4.8. Aproximacién por minimos cuadrados

Por lo que el polinomio de aproximacién, de grado n, serd

p*(x) =ch+cir+cha® + .. 4 cha” 4.29)

Esta es la mejor aproximacién, cumpliendo los ¢
{/ w(x)a:lﬂdx] C* = [/ w(x) f(x) 2! dx Cr=lc¢ ¢ ... ¢ ]
a a

Siendo la matriz del sistema de tamafio (n + 1) x (n+ 1) simétrica y definida positiva, y sus filas son las
integrales de la ecuacion anterior.

4.8.2.2 Base polindmica ortogonal

Si la base es ortogonal,

[pi(e)=pi(x) i=0:n] (4.30)

Se escribe el polinomio de aproximacién como

p*(z) = Z c;pi () 4.31)
i=0

Donde ahora los coeficientes c; se pueden escribir como

b
[ 0@ s @@ s
¢ =4 1=0:n (4.32)

i b
/ w (x) pi (z) p; (z) dx

La existencia de polinomios ortogonales en un intervalo [a,b] para cualquier funcién peso w (x) se puede
demostrar:

Teorema 4.4. Existe una sucesién de polinomios py, p1, ..., Dk, - -.que cumple grado (p;) =iy (q,pg) = 0
para todo polinomio ¢ de grado menor que k. Esto es, el de grado k es ortogonal a todos los de grado menor.
Definido el producto escalar como vimos antes,

b
mmzjwamwmm

La sucesion de polinomios cumple la siguiente recurrencia

pj+1(z) = aj (x — Bj) pj (¥) — vjpj—1 (%) (4.33)

Siendo

(pj, Tpy) aipipy)
Vi =
(pj>15) aj—1 (pj—1,pj—1)

p-1(r) =0 po (z) = Co aj = B; =

donde C; # 0 es el coeficiente principal del polinomio p;.

Una vez fijada la sucesion de coeficientes principales C';, la sucesion de polinomios ortogonales en un intervalo
[a, b] y para una funcién peso w (x) dada es unica.
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4.8. Aproximacién por minimos cuadrados 4. Interpolacién y aproximacién

A continuacién veremos algunas sucesiones de polinomios ortogonales:

Nombre | Intervalo | Peso ‘ Polinomio ‘
— 2
(Pj, Pj) = 2+1
Legendre [—1,1] w(z)=1
J+1) Py (x) =2 +1)aPj(z) — jPj1 (z)
us 7=0
Chebyshev | [-1,1] | w(z) = = m/2 j>0
Tj1 (x) = 22T (x) — Tj (x)
32
(Lj, Lj) = (41
Laguerre [0, o0 w(r)=e"
Lyt (@) = i +1-9) L, (a) = Ly 2)
(Hj, Hj) = j'27/m
Hermite | [—o00,00] | w(z) = e
Hj(x) =2xH; (x) —2jH;-1 (x)

Siendo P (x) =0y Py (z) = 1, llevado a todos los polinomios, 7', L y H.

Para los polinomios de Legendre:

1
Siendo (f, P;) = /_1 f(z) P; (x) du.

Pudiéndose llevar esto a los otros polinomios teniendo en cuenta los intervalos y la funcién peso (que multiplica
a fy P; en la integral del producto escalar).

Los polinomios ortogonales de Chebyshev cumplen ademds que sus raices son los mejores nodos para la apro-
ximacién minimax.

Dado un conjunto ortogonal de polinomios, {p, },, <y entonces:

e Las raices de p, (z) son reales, distintas, y estdn en [a, b], siendo este el intervalo en el que dichos
polinomios son ortogonales

e Las raices de p,,4+1 () se entrelazan con las de p,, (x)

4.8.3 Aproximacion trigonométrica por minimos cuadrados continua

Ahora el conjunto de funciones es continua en un intervalo [a, b] de longitud 27. Sea el espacio de dimensién
infinita E de funciones C' [—, 7] (devuelven valores reales) o Lo [—m, 7] (devuelven valores complejos) que
tiene el producto escalar

(fi9) = f(z) g (x)dx

(2m)

y el subespacio de E, de dimensidn finita, 2n + 1 y engendrado por las siguientes 2n 4 1 funciones bésicas:

‘ 1,cos (x),sen (z),cos (2z) ,sen (2z), ..., cos (nx) ,sen (nx) ‘
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4. Interpolacién y aproximacion 4.8. Aproximacién por minimos cuadrados

Queremos encontrar la mejor aproximacién a f € E que tenga la siguiente forma

Sp (x) = % + Z (ay cos (kx) + by sen (kz)) (4.34)
k=1

Esta mejor aproximacion existe y es tinica. Ademas, la base es ortogonal, ya que

0 k#£l

<<Pk7¢l>:/ﬂtpk(m)<pl(x)da:: o Ek=1=0

—T

s kE=1>0
Los coeficientes de s;, son
* 1 T
a = - f (z)cos (kz) dx k=0:n
* 1 T
by, = —~ f (z)sen (kx) dx k=1:n

En este desarrollo, cuando n — oo, se tiende al desarrollo en series de Fourier, que podemos escribir como

e (o) .
f(m)_gi(cpk,cpm%( )

4.8.4 Aproximacion polinomial por minimos cuadrados discreta

Dados m valores reales y;, para ¢ = 1 : m, de una funcién f en los puntos x;, ¢ = 1 : m, el problema es
determinar un polinomio p,, (n < m) de forma que minimice

m
2 2
lell3 = > wi (ys = pu (7))
i=1
Siendo los w; pesos positivos. Se tendrd por tanto un polinomio de la forma

o () =Y cripr (z:) = Ac
k=0

Donde .

A:(apo(m) o1 () ... @n(m)) c:(co c1 ... cn)
Donde las funciones ¢y, (x) estdn dispuestas como columnas, siendo cada fila un valor de .
La aproximacion del vector y es Ac* € V =R (A).

Si los valores en los nodos son todos distintos, entonces A tiene rango completo por columnas, por tanto

Al Ay = Ale

Donde A’ A es una matriz cuadrada invertible. Si los nodos no son distintos, no se asegura que A tenga rango
completo por columnas.
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4.8. Aproximacién por minimos cuadrados 4. Interpolacién y aproximacién

La aplicacion de esto es aproximar una informacién que se transmite y llega con ruido, dando mayor o menor
peso segun resulte la forma de onda esperada.

Se puede utilizar la base polinémica canénica:

¢0(96):1, qﬁl(x):x,..., On () = 2"
(Pn, b)) = <96 x]> Zw,xkx

(Dn, f szf (i)

El sistema de ecuaciones normales queda:
AW Aa = A'Wy

Sin pesos se obtiene, para n = 3,

DL dw ya Yo
PR D YN I
>t Yoal Yol Y oal
Dol dowi doa ol

Si m crece, aparecen integrales y en las ecuaciones normales queda la matriz de Hilbert.

W es diagonal con los pesos w; y el vector y = (y1,%2, - - - Ym)"

Este sistema es mal condicionado, por lo que se soluciona el siguiente sistema (solucién de minimos cuadrados)
por alguno de los métodos de Householder, Givens o Gram-Schmidt:

Jwi ... 0 1 x 22 ... af agp f(z1) \Jwr
: : : : : _ : (4.35)

0 ... Jwn 1z, 23, ... 2% a [ (xn) Jwn

Si formar las ecuaciones normales es un problema mal condicionado, con los pesos se agrava atin mas. Por
tanto, es mejor resolver los sistemas sobredeterminados sin formar las ecuaciones normales.

3

Usando una base de polinomios ortogonales en un conjunto de puntos x;, px, se reduce el sistema de ecuaciones
normales a diagonal. Estos polinomios se pueden obtener aplicando la relacién de recurrencia tres términos del
caso continuo, pero interpretando los productos escalares de forma discreta, es decir

= wif (i) g (w:)
i=1
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4. Interpolacién y aproximacion 4.8. Aproximacién por minimos cuadrados

Con los mismos coeficientes que se obtenian en el caso anterior:

o = Gint 5 _ ppam) 9 {ppy)
ep T Apj.pj) 7 a1 (pjo1,pj-1)
Donde
z1pj (1)
xopj (22)
acpj = .
TmPj (xm)

Siendo por tanto el producto componente a componente.
Y la base resultante es un vector de R™.

Entonces, dado que la base es ortogonal,

(pr>ps) Y wipk () pj () =0 k#j
=1

Y las coordenadas de la mejor aproximacién vienen dadas por

Z w;Yip (;)
=5l k=0:n (4.36)

m
Z wipi, (;)
i=1

La base ortogonal para el caso discreto no se forma tomando los polinomios ortogonales del caso continuo y
muestredndolos en los puntos de interés, ya que el resultado no es una base ortogonal.

4.8.5 Aproximacion trigonométrica por minimos cuadrados discreta

Se tienen los puntos z = % equiespaciados, siendo k = 0: N — 1, N = 2M + 1, en el intervalo [0, 27] y

los valores de la funcién f en esos puntos yi, kK =0: N — 1.

Queremos obtener la funcién trigonométrica:

q
¢(x) = % + Z (ay cos kxz + by sen kx) qg< M 4.37)
k=1
de forma que minimice
N-1
Z (yr — ¢ (z1))°
k=0

Tendrd menos de M sumandos, ya que es aproximacion y la férmula interpolatoria tiene M sumandos.

Como en el caso de interpolacién trigonométrica, el problema se transforma en uno complejo en el que se
determina el polinomio

tn () = ag + aq €' +an T 4+, et
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4.8. Aproximacién por minimos cuadrados 4. Interpolacién y aproximacién

Siendo o; € C, j =0:nyn =2 <N — 1. Minimizando

N

—_

- (v — tn (z1))”
k=0

En el espacio vectorial CV cuyo producto escalar es (z,y) = Z'v y siendo

t
k ko k k
w®) = (1,w1,w2,...,wN_1>

k)

conk=0:nyw, =e% = eQﬂTik, los w®) son ortogonales y de norma 2 Hw(k)Hz =V/N.

Dicho de otra forma,

1 1 1 1
2 n
1w w% wy
A=11  w wj wy
2 n
L wn-r wy WN-1
Si definimos
_ 27
w=e N

Entonces el elemento k-ésimo del vector w'?) es
. . .. ..ok o
wl(gj) — wi — oWtk — TN — jk

Con lo que podemos notar la matriz A también en funcién de los w, quedando la misma matriz de Wandermonde
compleja que en el caso de interpolacion trigonométrica. Para N = 4y n 4+ 1 = 2 seria

H ALy _ (11 1 1
A —FN(,OTL)—<1 i -1 —Z)

Entonces

Fvio el o= (4 9)

Es decir, que el producto queda
Fn (:0:n)FH(5,0:n) = NI,

Esto nos sirve para obtener los coeficientes de la mejor aproximacién ¢} (z), ya que

w®y (y,w®)
Nlpja =AMy = : = :
Por tanto,
(po®) 15 G
ap = ——F2 = — Yrwy; j=0:n
WO N 2
Ya que

<w(k),w(k)> - N

La ortogonalidad de los w(*) permite asegurar que incrementando n, la nueva mejor aproximacién se obtiene
afladiendo términos a la anterior.
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4. Interpolacién y aproximacion 4.8. Aproximacién por minimos cuadrados

Ejemplo 4.9:
Para N = 4,
C:Y:F4y
Con
1 1 1 1 1 1 1 1
1 w w? W3 1 w w? w
Fy = 2 4 6 = 2 2
1 w w* w 1 w 1 w
1w Wb W 1 WP Ww? ow
Si cambiamos el orden de las columnas de la siguiente forma:
1 1 1 1
1 w? w w
Fe(5[0 2 13]) = | | ] 2 .2
1 w? W w
1 1 1 1
B 1 W w w3
o 1 1 -1 -1
1 W —w —w?
1 1 1 0 1 1
. 1 w? 0 w 1 w?
o 1 1 _ 1 0 1 1
1 w? 0 w 1 w?

Vemos que w? para N coincide con el w para N/2. Por tanto, podemos escribir la matriz F; en

funcion de la matriz Fy:
F, QF,
F, —QF,

(3 2)

Entonces, el vector de coeficientes de Fourier se puede escribir como

Fy([0 2 1 3])

Siendo

Y=Fy=F ([0 2 1 3])y([0 2 1 3]):“ _QQ>F2y([O 21 3])

YZ(I&))(@MU)H))

I -9 Fy([1 3])

Esta forma de obtener la transformada discreta de Fourier es la que vamos a emplear en el siguiente
apartado, donde vemos el algoritmo de la Transformada Répida de Fourier (FFT), siendo

Yr=Fy([0 2])
Yo =Fuy([1 3])
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4.9. La transformada discreta de Fourier y el algoritmo FFT 4. Interpolacién y aproximacion

4.9 La transformada discreta de Fourier y el algoritmo FFT

La transformada discreta de Fourier de N valores 3y, kK = 0 : N — 1 son los /N nimeros siguientes:

Nﬁ .
Y= 3 gy (4.38)
k=0

[y

Paraj=0: N —1.

El algoritmo FFT o Transformada Rapida de Fourier permite evaluar los valores Y; con un coste de ope-
raciones del orden O (Nlog, (N)). A continuacién se incluye el cédigo en Matlab que implementaria este
algoritmo, valido s6lo para el caso de N = 2¢. En cualquier caso, el algoritmo FFT estd implementado en
Matlab internamente.

Algoritmo 4.4: Algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier

o\

Implementacion en Matlab del algoritmo FFT

o\°

como curiosidad

o

function Y = fftr(y,N)

if N ==
Y =y
else
m = N/2;
w = exp(-2*pi*i/N);

Yt = fftr(y(1:2:N),m);
Yb = fftr(y(2:2:N),m);

d = ones(m,1);
for k = 1:m-1,
d(k) = wk;
end;
z = d.*YDb;
Y = [Yt+z;Yt-z];
end;

http://www.telecos-malaga.com 136 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



5. Derivacion e integracién numéricas

—TEMA 5
Derivacion e integracion numeéricas

En este tema vamos a tratar de estimar la derivada o la integral de una funcién en un punto o intervalo, de
forma numérica, bien porque la funcién sea muy complicada para hacerlo de forma analitica o porque sélo
dispongamos de una tabla de datos de esa funcidn, con la que tengamos que trabajar para obtener su derivada o
integral.

5.1 Métodos de derivacion numérica

5.1.1 Introduccion

Dados k > 1y «, vamos a tratar de aproximar o calcular f*) (), de forma que tienda a un sélo nimero,
utilizando férmulas lineales del tipo

Donde z;,7 = 0 : n son los puntos donde se evalda f y A; los coeficientes que nos encontraremos en la férmula
de derivacion numérica.

Tenemos varias opciones a la hora de elegir un método para resolver el problema:

1. Usar una funciéon que interpole o aproxime a una tabla de datos:
Teniendo los valores (x;, f (z;)) con ¢ = 0 : n, si usamos la férmula de interpolacién, obtenemos

0 (a) ~ p («), siendo:

f (@) = PV (a) + D'E ()

= Aif (z:) + E®) (a) (5.1)

Con A; = lgk) (c), si usamos la interpolacién de Lagrange.

2. Método de los coeficientes indeterminados: imponiendo que la férmula sea exacta paraz/ con j = 0 : [,
siendo [ el grado mads alto posible. De esta forma, se obtiene el siguiente sistema:

DFgI

n .
_ o o
s E Ay 7=0,1,2,...
=0
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5.1. Métodos de derivaciéon numérica 5. Derivacion e integracién numéricas

0 j<k-1

k! i=k
E:&g: ﬁ%%a J=k+1 (5.2)
i=0 %oﬂ j=k+2

El sistema es lineal en los A; si los x; estan fijados, no lineal en otro caso.

3. Desarrollo de Taylor:

n n m () (o D)
@)=Y At ) = AL TGy e
i=0 ; ’

haciendo cero todos los coeficientes menos el de la derivada k-ésima:

. : 0 j=0:mj#k
Ay — ) =
ZgAZ(xZ @) {k‘! j=k

Con m hasta donde se pueda llegar, lo suficientemente grande. Este método no se usa normalmente.

La derivacidn es una operacion local, por lo que interesa elegir los puntos z; préximos al punto donde se quiere
obtener la derivada.

5.1.2 Grado de exactitud de una formula de derivacion

Una férmula se dice de grado de exactitud g si g es el menor entero positivo para el que la féormula es exacta
para todo polinomio de grado no mayor que ¢ y no exacta para algin polinomio de grado ¢ + 1.
n
Teorema 5.1. Si f es continuamente diferenciable hasta el orden necesario, una férmula Z Aif (z;) se dice
i=0
que es interpolatoria si y sélo si su grado de exactitud es mayor o igual que n.

Una férmula interpolatoria tiene grado de exactitud mayor o igual que n.

Ejemplo 5.1:
Deducir una férmula que estime la derivada segunda de una funcién como
Aof (o —h) + A1 f(a) + Ao f (o + h)
2

Usando el método de coeficientes indeterminados, imponemos que sea exacta para 1, x, x

fl)=1—-0=A0+ A1 + A
fx)=2—-0=A4p(a—h)+ Ara+ Az (a + h)

flz)=2a>—2=Ag(a—h)>+ A10® + Ay (a + h)*
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5. Derivacién e integracion numéricas 5.1. Métodos de derivacién numérica

Montamos el sistema:

a—h « a+h 0
(a—h)?* o (a+h)? 2

Reduciendo por Gauss, queda:

11 1 0
h 2h 0
0 0 2n% 2

Las soluciones, por tanto son:

Y la férmula queda:

7 (@) = -

Ejemplo 5.2:

Dada la siguiente tabla de valores

i \ | 1.02 | 1.03 | 1.04
I(t;) 31312314318 324

Que corresponde a la corriente medida que circula por un circuito RL, con valores R = 0.142(2
y L = 0.98H. Para calcular la tensién impuesta al circuito en funcién de esa corriente, con la
primera Ley de Kirchhoff se obtiene

E=LI'+RI

t estd dado en segundos y I en amperios. Se nos pide estimar F en el instante de tiempo 1.02.

Usando la férmula centrada para ¢; = 1.02, estimamos la derivada de la corriente

~3.12+3.18 006

2.0.01  0.02 =3

I'(1.02) ~
Y con ella el valor de la tension pedida es

E(1.02) = 0.98- 3 +0.142 - 3.14 ~ 3.386
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5.1. Métodos de derivaciéon numérica 5. Derivacion e integracién numéricas

5.1.3 Error en las formulas de derivacion numérica

Para férmulas interpolatorias podemos estimar el error de discretizacion F; ya que se dispone del error de
interpolacién
(n+1)
B, () 1" (@)
(n+1)!

Y entonces se puede estimar el error de discretizacién como

(r—x0) (x—x1) - (. — 2p)

Ey=EW (a)

Si la férmula de derivacion se ha obtenido con las condiciones de exactitud, el error de discretizacién se puede
deducir como (@+1)
q
IAGRIOE
(g +1)!

donde ¢ > n es el grado de exactitud de la férmula de derivacidn, y siendo ¢ + 1 el grado de derivacién de f
para el que C' # 0, obteniendo C' como

f(z)= 2"t = Dkf\x:a = ZAM?H +C

Se supone f derivable hasta el grado que sea necesario.

Para férmulas de derivacion deducidas mediante el desarrollo en series de Taylor, la expresion para el error de
discretizacion es

(m+1
ZA f m — lgl) (xz . a)m—i—l

Y en esta expresion se aprecia la conveniencia de que los puntos x; que usemos para obtener la férmula de
derivacion estén préximos al deseado, a.

5.1.4 Formulas de derivacion numérica

En la tabla (5.1) vemos algunas de las férmulas de derivaciéon numérica mds usuales, para las derivadas de
orden 1, 2 y 3. El punto c es interior al intervalo de evaluacidn de la funcién en cada una de las férmulas (por
ejemplo, [, 4+ 2h] en la férmula progresiva de 3 puntos).

Estas férmulas de derivacién son todas interpolatorias. Es més recomendable saber deducirlas que sabérselas
de memoria.

Estas férmulas de derivacidn son inestables, debido a los errores de discretizacion (F ) y a los que se producen
al evaluar f (x;) ().

f@i)=fitei—) Aei=E

i=0
Siendo FE;. el error de redondeo.

Por ello, aunque en principio pareceria 16gico pensar que tomar un valor de h muy pequefio daria un buen
resultado, debido a que

lim |E4| =0

lim | Eq|

El error de redondeo de la férmula es
%in% |E.| = o0
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5. Derivacién e integracion numéricas 5.1. Métodos de derivacién numérica

#(a) = f(OH'h})l—f(Oé) _ %f(Q) (c)

' (a)= =3/ ()+4f (oézh)ff (a+2h) | %2 3 (¢) Férmula progresiva 3 puntos
(o) = f(af%)*”;(ha*h)%f(a) + h—;f(?’) (c) Formula regresiva 3 puntos
()= %}W - %Qf(g) (¢) Férmula centrada
£ () = f(Oé—Qh)—8f(a—h%'2f']§f(06+h)—f(a+2h) 4 %f@) (c) Férmula centrada de 5 puntos
(@) = —25 f(a)+48f(a+h)736f(agih)+16f(04+3h)*3f(04+4h) + %4 f(5) (¢) Férmula progresiva 5 puntos

7 (a) = fla=h)=2f(a)+f(ath) If—;f(4) (c)

(]
h2

7" () = LIRHETEHEEI — jf6) () + 457 (c2)

f// (a) _ ff(a72h)+16f(a7h)731(;{1(2a)+16f(a+h)7f(a+2h) + %f(@ (C)

£ (a) = _f(a—zh)+2f(a—f;)h—32f(a+h)+f(a+2h) _ %2f(5) (c)

Tabla 5.1: Férmulas de derivacién numérica

Por tanto, para un h demasiado pequefio se pueden obtener resultados muy malos.

Para obtener un valor de h éptimo, hay que minimizar |E,.| + |Ey4| o |E,.| = |E4| (dos criterios). En general, lo
segundo no da el mismo punto que lo primero, pero es mas facil de resolver, y la diferencia no es demasiado
grande.

Una problematica de la derivacion numérica es que no existen formulas de derivacion estables.

5.1.5 Algoritmos Matlab para derivaciéon numérica

Vamos a ver en este apartado los codigos fuente en Matlab para realizar algunos de los métodos vistos de
derivacion numérica, para calcular las derivadas primeras, segundas y terceras en un punto a.

5.1.5.1 Algoritmos para la derivada primera

Algoritmo 5.1: Formula dos puntos para obtener la derivada primera en un punto
Formula de derivacion de dos puntos

Aproxima la derivada primera de la funcion en un punto

o o oo

Uso: sol=deriv2p(funcion,alfa,h)

function [fpl=deriv2p(f,alfa,h)

if nargin<2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;

else
if nargin<3
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5.1. Métodos de derivaciéon numérica 5. Derivacion e integracién numéricas

h=0.5;
end;
end;
fp=(feval (f,alfa+h)-feval (f,alfa))/h;

¢

Algoritmo 5.2: Formula progresiva tres puntos para obtener la derivada primera en un punto

o\

Formula de derivacion progresiva de tres puntos

o\

Aproxima la derivada primera de la funcion en un punto

o)

% Uso: sol=derivp3p(funcion,alfa,h)
function [fpl=derivp3p(f,alfa,h)
if nargin<?2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(-3*feval (f,alfa)+4*feval (f,alfa+h)-feval (f,alfa+2*h))/(2*h);

¢

Algoritmo 5.3: Formula regresiva tres puntos para obtener la derivada primera en un punto

o\

Formula de derivacion regresiva de tres puntos

o\

Aproxima la derivada primera de la funcion en un punto
% Uso: sol=derivr3p(funcion,alfa,h)
function [fpl=derivr3p(f,alfa,h)
if nargin<?2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(feval (f,alfa-2*h)-4*feval (f,alfa-h)+3*feval (f,alfa))/ (2*h);

¢

Algoritmo 5.4: Férmula progresiva cinco puntos para obtener la derivada primera en un
punto

o\

Formula de derivacion progresiva de cinco puntos

o\

Aproxima la derivada primera de la funcion en un punto

[o)

% Uso: sol=derivpbSp(funcion,alfa,h)

function [fpl=derivpbSp(f,alfa,h)

if nargin<?2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
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5. Derivacién e integracion numéricas 5.1. Métodos de derivacién numérica

else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(-25*feval (f,alfa)+48*feval(f,alfa+h)-36*feval (f,alfa+2*h)
+16*feval (f,alfa+3*h)-3*feval (f,alfa+4*h))/(12*h);

Algoritmo 5.5: Férmula centrada dos puntos para obtener la derivada primera en un punto
% Formula de derivacion centrada de dos puntos

% Aproxima la derivada primera de la funcion en un punto

o)

% Uso: sol=dercen2p(funcion,alfa,h)
function [fp]l=dercen2p(f,alfa,h)
if nargin<?2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(-feval(f,alfa-h)+feval (f,alfa+h))/(2*h);

Algoritmo 5.6: Formula centrada cinco puntos para obtener la primera derivada en un punto
% Formula de derivacion centrada de cinco puntos
% Aproxima la derivada primera de la funcion en un punto
% Uso: sol=dercenbSp(funcion,alfa, h)
function [fp]l=dercenbp(f,alfa,h)
if nargin<2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(feval(f,alfa-2*h)-8*feval(f,alfa-h)+8*feval (f,alfa+h)
—feval (f,alfa+2*h))/(12*h);

5.1.5.2 Algoritmos para la derivada segunda

Algoritmo 5.7: Férmula centrada tres puntos para obtener la derivada segunda en un punto
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[o)

% Formula de derivacion centrada de tres puntos

[o)

% Aproxima la derivada segunda de la funcion en un punto

[o)

% Uso: sol=der2c3p(funcion,alfa,h)
function [fpl=der2c3p(f,alfa,h)
if nargin<2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.01;
end;
end;
fp=(feval (f,alfa-h)-2*feval (f,alfa)+feval(f,alfa+h))/h"2;

¢

Algoritmo 5.8: Formula progresiva tres puntos para obtener la derivada segunda en un punto

% Formula de derivacion progresiva de tres puntos

o)

% Aproxima la derivada segunda de la funcion en un punto

o)

% Uso: sol=der2p3p(funcion,alfa,h)
function [fpl=der2p3p(f,alfa,h)
if nargin<?2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.01;
end;
end;
fp=(feval (f,alfa)-2*feval (f,alfa+h)+feval (f,alfa+2*h))/h"2;

¢

Algoritmo 5.9: Formula centrada cinco puntos para obtener la derivada segunda en un punto

[o)

% Formula de derivacion centrada de cinco puntos

[o)

% Aproxima la derivada segunda de la funcion en un punto

[o)

% Uso: sol=der2cbSp(funcion,alfa,h)
function [fpl=der2cbp(f,alfa,h)
if nargin<2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(-feval (f,alfa-2*h)+16*feval (f,alfa-h)-30*feval (f,alfa)
+l6*feval (f,alfa+h)-feval (f,alfa+2*h))/(12*h"2);

¢
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5. Derivacion e integracién numéricas 5.2. Métodos de integracion numérica de Newton-Cotes y de Gauss

5.1.5.3 Algoritmos para la derivada tercera

Algoritmo 5.10: Formula centrada cuatro puntos para obtener la derivada tercera en un
punto

Formula de derivacion centrada de cuatro puntos

Aproxima la derivada tercera de la funcion en un punto

o0 oo oo

Uso: sol=der3cdp(funcion,alfa,h)
function [fpl=der3cdp(f,alfa,h)
if nargin<2
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<3
h=0.5;
end;
end;
fp=(-feval(f,alfa-2*h)+2*feval(f,alfa-h)-2*feval(f,alfa+h)
+feval (f,alfa+2*h))/(2*h"3);

5.2 Métodos de integracion numérica de Newton-Cotes y de Gauss
5.2.1 Introduccion al método

b n

Ahora tratamos de calcular o aproximar el valor de la integral / f (z) dx por Z A; f (x;). Con funcién
@ i=0

peso w (z) > 0 (nula sélo en un ndmero finito de puntos), podemos calcular por la misma férmula la integral

/ "0 (x) f (2) .

Si la primitiva es dificil de determinar o de evaluar, podemos usar alguno de estos métodos.
1. Férmulas interpolatorias: se usa el polinomio de interpolacién para la funcién f con los puntos z;
b b
/ w(x)f(:z:)dx:/ w(x) s () dx
a a
Con s (z) el polinomio interpolante o aproximatorio. Si f (z) = P, (z) + F (x):

/abw(x)f(m)da::/abw(x)Pn(x)der/abw(x)E(:C)dx

Al usar la interpolacion de Lagrange, tenemos que:

n b b (2) F(r 1) (o
S| [ w@n@r | e+ [0 @ 5.3
i=0 a A’L a °

con b1 (z) = (x — )+ (. — xp).

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 145 http://www.telecos-malaga.com
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2. Método de coeficientes indeterminados: de nuevo, se obtiene una férmula exacta para un conjunto de
funciones bdsicas (polinomios de bajo grado, por ejemplo f (z) = x',i = 0,1,..., hasta el grado mds
alto posible. Queda el sistema:

b n
/ w(z) z'de = ZAkxz i=0,1,2,... (5.4)
@ k=0

3. Desarrollo de Taylor:

G (o) [ . U) () & :
Zf ()/w(m)(l’—Oé)deﬁZfT()ZAi(wi_a)J (5.9)

i
j=0 J: j=0 ' i=0

Se obtiene, bisicamente, el mismo sistema que en el método de los coeficientes indeterminados, con la
unica diferencia de que es exacta para x — « en lugar de x. Sin embargo, este método no se usa.

5.2.2 Grado de exactitud de una féormula de integracion

Se define el grado de exactitud de una féormula de cuadratura de la misma forma que para las férmulas de
derivacion numérica: Una férmula de cuadratura se dice de grado de exactitud ¢ si dicho ¢ es el menor entero
positivo para el que la férmula es exacta para todo polinomio de grado no mayor que ¢ y no exacta para algtin
polinomio de grado ¢q + 1.

Se puede ver también el mismo teorema que en el apartado de derivaciéon numérica, sin ninguna variacion.

5.2.3 Error en las formulas de integracion numérica

Para las férmulas que se obtengan por alguno de los métodos citados para integracién numérica, se obtienen
expresiones equivalentes del error al caso de derivacion.

Si la férmula es interpolatoria se puede usar la misma férmula del error de interpolacion, para obtener el
siguiente error de discretizacioén del método de integracion

b (n+1) (¢ (
Ei= [ w@ Z S o) (o - ) o - ) o

Si se aplica el teorema del valor medio integral, entonces se puede demostrar (no lo haremos) que se tiene, para
K, y K5 constantes con el mismo signo,

Ey= K f™ (¢)) — Ko f " (¢)

En cambio, si la formula de integracién se ha obtenido usando el método de los coeficientes indeterminados
para conseguir cierto grado de exactitud g, entonces el error serd

e,

Ed (g +1)!

Siendo C, de la misma forma que antes, determinada para f (x) = 29+ y no nulo.
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5.2.4 Foérmulas de integracion de Newton-Cotes

En la tabla (5.2) se pueden ver las formulas simples de Newton-Cotes cerradas, que son las que se usan cuando
los dos extremos del intervalo estdn contenidos en los puntos x; que se evaldan, y en la tabla (5.3) las férmulas
simples de Newton-Cotes abiertas, que se usan para intervalos en los que ninguno de los extremos estd en el
conjunto de los x;. Para aquellos intervalos en los que uno de los extremos esta en el conjunto de puntos, la
férmula se llama semiabierta, pero no vamos a verlas. En ambas tablas, ¢ es un punto interior al intervalo de
integracion.

Para estas formulas de Newton-Cotes, no se distingue peso en el integrando, es decir: w (z) = 1, y se consideran
los puntos z; equiespaciados.

T h h3 @ )
/ f(z)dz = 5 (f (xo) + f (21)) — Ef (c) Trapecios
T2 h h5 ) )
|5 @de = 57 o)+ 4F (@) + £ (w2) ~ g5 £ ) Simpson
/1«3 f(x)de = % (f (z0) + 3f (x1) + 3f (x2) + f (x3)) — 38—f§f<4> (c) Simpson 3/8

T4 7
[ o= 5575 (o) 4327 (o0) 125 (22) + 32f (w2) +7f (00) = 5170 () Boole

Tabla 5.2: Férmulas de Newton-Cotes cerradas simples

/x F(2)dz = 2hf (z) + %3 £@ (¢) Punto medio
[* s =3 0+ 1+ o
[ 5@ =5 e - £ o)+ 26 o) + 10 0
[ﬁmm=%uwmwﬂm+NM+mum+%% ©

Tabla 5.3: Férmulas de Newton-Cotes abiertas simples
Al contrario de lo que ocurre con las férmulas de derivacion numérica, los errores de redondeo y discretizacion

en la integracién numérica van multiplicadas por A, con lo que tienden a cero cuando h tiende a cero. Por tanto,
las formulas de integracion numeérica son estables.

5.2.5 Error de las formulas de Newton-Cotes

Como férmulas interpolatorias que son, las férmulas integrales de Newton-Cotes tienen un error de discretiza-
cién, debido al error de interpolacidn:
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FY (€ (@)

G R0 @) (=) de

Ed:/abw(m)E(x)dx:/abw(x)

Y como vimos antes, nos queda

Ey= K f™ (¢) — Ko f "D (¢)

Siendo K, K5 constantes del mismo signo.

Las férmulas integrales de Newton-Cotes usan N = n + 1 puntos, y su grado de exactitud es

& Si N es impar, entonces el grado de exactitud es N

& Si N es par, el grado de exactitud es NV — 1

5.2.6 Foérmulas compuestas

En este tipo de férmulas lo tnico que se hace es romper el intervalo de integracién en varios subintervalos,
de forma que se aplican las férmulas simples que se deseen a cada subintervalo. Esto nos sirve para reducir el
valor de h sin tener que recurrir a usar mas puntos. Por contra, aumenta el nimero de operaciones a realizar.

Por ejemplo, para aplicar el método de Simpson dividiendo en m subintervalos:

/abf(x)dx:/I:Qf(ﬂ”)d%L/:f(w}dH...+/:2m (@) do

2m—2

. b—
Siendo zg = a, o, = by h = 2.

Ejemplo 5.3:

Determinar los coeficientes de la siguiente férmula integral:

1
/_ (@) do = Aof (<1) + A1 (0) + Aaf (1)

Siendo « fijo e incluido en el intervalo [—1, 1], de forma que la férmula sea lo mds exacta posible.
Razonadamente, ;es posible una mejor eleccién de «?

1
2
Usar la férmula anterior para calcular / ﬁda@ acotando el error cometido, y usando la
0 T

mejor eleccidn.

Empezamos por determinar los A;:

1
f(x):l / de = Ag+ A1 + Ay =2
1

1
flz)=x / xdr = —Ap+aA; + A2 =0
-1

1

2

f(z) =22 / dem:Ao—l—aQAl—FAg:g
-1
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Montamos el sistema:

11 1 2
-1 o 1 0
1 a® 1 2/3

Y resolviendo el sistema, obtenemos los coeficientes siguientes:

_ 143« _ 4 _ 1-3«a
A= 3trey M= satar A2 e

El grado de exactitud de la férmula es ¢ > 2, ya que es exacta para cualquier polinomio de grado
menor o igual que 2 (como hemos exigido al crear el sistema de ecuaciones). Veamos si es exacta

parax?’:
/1 By — 0~ A+ oP Al + A L+3a 40 L L=3a
A €r = ~ — o — -
. 0 e 3(1+a)  3(1-a)? 3(1-a)
—4
= —«
3

Por tanto, si @ # 0, el grado de exactitud es 2, y sies o = 0, ¢ > 3.

Pero si & = 0, nos quedan como coeficientes Ag = 1/3, A; = 4/3y A2 = 1/3, de forma que la
férmula que resulta es la de Simpson, cuyo grado de exactitud es 3.

A continuacién, pasamos a resolver la integral propuesta:

El intervalo de integracion es distinto al de la férmula que tenemos que aplicar, con lo que necesi-
tamos hacer un cambio de variable para que los intervalos coincidan:

/ 1/
T :2$—1:>:L‘=§($ +1>

Con el que la integral se transforma en:

Aplicando la férmula, nos queda:

1
1 / 11 4 1 11 1 (5 4v2
/ %dwgiw—*gg:g(a*—ﬁ)
“14 /2 (2" +1)+4 i 13

5.2.7 Algoritmos Matlab para integracion numérica
De la misma forma que lo hicimos para las férmulas de derivacién numérica, vamos a incluir a continuacién
los algoritmos para ejecutar en Matlab las férmulas de integracién numérica que hemos visto.

Veremos tanto las férmulas cerradas como las abiertas simples de Newton-Cotes, asi como un algoritmo que
nos permite efectuar integraciéon compuesta a partir de esas férmulas simples.

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 149 http://www.telecos-malaga.com



5.2. Métodos de integracién numérica de Newton-Cotes y de Gauss 5. Derivacion e integracién numéricas

5.2.7.1 Férmulas de Newton-Cotes cerradas simples

Algoritmo 5.11: Férmula de los trapecios

o\

Metodo de los trapecios para integracion numerica

o\°

de funciones

o\°

Uso: sol=trapecio(funcion, a,b)

function [ys]=trapecio(f,a,b)
if nargin<3
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
h=b-a;
ys=(feval (f,a)+feval (f,b))*(h/2);

Algoritmo 5.12: Férmula de Simpson

o\

Metodo de Simpson para integracion numerica

o\

de funciones

o\

Uso: sol=simpson(funcion, a,b)
function [ys]=simpson(f, a,b)
if nargin<3

disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
end;
h=(b-a)/2;
c=(b-a)/2;

ys=(feval (f,a)+4*feval (f,a+c)+feval (f,b))*(h/3);

Algoritmo 5.13: Férmula de Simpson 3/8

o\

Metodo de Simpson 3/8 para integracion numerica

o\

de funciones

o\

Uso: sol=simpso38 (funcion, a,b)

o

function [ys]=simpson(f, a,b)
if nargin<3
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
h=(b-a)/3;
c=a+h;
d=c+h;
ys=(feval (f,a)+3*feval (f,c)+3*feval (f,d)+feval(f,b))*(3*h/8);

¢
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Algoritmo 5.14: Formula de Boole

o\°

Metodo de Boole para integracion numerica

o\°

de funciones

o\°

Uso: sol=boole(funcion, a,b)

function [ys]=boole(f,a,b)

if nargin<3
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;

end;

h=(b-a)/4;

c=a+h;

d=c+h;

e=d+h;

ys=(7*feval (f,a)+32*feval (f,c)+12*feval (£,d)

+32*feval (f,e)+7* feval(f,b))*(2*h/45);

5.2.7.2 Férmulas de Newton-Cotes abiertas simples

Algoritmo 5.15: Férmula del punto medio

o\

Metodo del punto medio para integracion numerica

o\

de funciones

o\

Uso: sol=pmedio(funcion,a,b)

function [ys]=pmedio(f,a,b)

if nargin<3
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;

end;

h=b-a;

ys=h*feval (f, (b+a)/2);

¢

Algoritmo 5.16: Férmula abierta con dos puntos

o\

Metodo de integracion numerica de Newton-Cotes

o\

Formula abierta con 2 puntos

o\

Uso: sol=intab2 (funcion, a,b)
function [ys]=intab2(f,a,b)
if nargin<3
disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
end;
h=(b-a)/3;

ys=(3*h/2)* (feval (f,a+h)+feval (f,a+2*h));

¢
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Algoritmo 5.17: Férmula abierta con tres puntos

o\°

Metodo de integracion numerica de Newton-Cotes

o\°

Formula abierta con 3 puntos

o\°

Uso: sol=intab3(funcion, a,b)

function [ys]=intab3(f,a,b)
if nargin<3
disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
end;
h=(b-a)/4;

ys=(4*h/3)* (2*feval (f,a+h)-feval (f,a+2*h)+2*feval (f,a+3*h));

¢

Algoritmo 5.18: Férmula abierta con cuatro puntos

o\

Metodo de integracion numerica de Newton-Cotes

o\

Formula abierta con 4 puntos

o\

Uso: sol=intab4 (funcion, a,b)
function [ys]=intab4(f,a,b)
if nargin<3

disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
end;
h=(b-a)/5;

ys=(5*h/24)* (11*feval (f,a+h)+feval (f,a+2*h)
+feval (f,a+3*h)+11*feval (f,a+4*h));

5.2.7.3 Integracion compuesta

A continuacién lo que hay es un algoritmo que, recibiendo la funcién, el intervalo, el nimero de subintervalos
y el método a utilizar, descompone el intervalo y aplica el método indicado a cada subintervalo. Se puede usar
con cualquiera de los algoritmos anteriores.

Algoritmo 5.19: Algoritmo para incluir integracion compuesta con cualquiera de los algorit-
mos anteriores

% Metodo de integracion compuesta

% Escojer el metodo de integracion en los argumentos

% de entrada. El metodo por defecto es Simpson

% Opciones: Simpson, Trapecio, Simpson38, Boole, Pmedio,
% Abierta2, Abierta3, Abiertad

% Uso: sol=intcomp (funcion,a, b, intervalos,metodo)
function ys=intcomp (f, a, b, m, metodo)
if nargin<4

disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
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return;
else
if nargin<b
metodo='Simpson’;

end;
end;
% Subdivision de los intervalos
h=(b-a) /m;
ys=0;
if strcmp(metodo, 'Simpson’)
for k=1:m
ys=ys+simpson (f,a+(k-1)*h,a+k*h);
end;
elseif strcmp(metodo, "Simpson38')
for k=1:m
ys=ys+simpso38(f,a+ (k-1)*h,a+k*h);
end;
elseif strcmp (metodo, 'Trapecio’)
for k=1:m
ys=ys+trapecio(f,a+(k-1)*h,a+k*h);
end;
elseif strcmp(metodo, "Boole’)
for k=1:m
ys=ys+boole (f,a+ (k-1)*h,a+k*h);
end;
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
for k=1:m
ys=ys+pmedio (f, a+(k-1) *h,a+k*h);
end;
elseif strcmp(metodo, "Abiertal’)
for k=1:m
ys=ys+intab2 (f,a+(k-1) *h,a+k*h);
end;
elseif strcmp(metodo, "Abiertal3’)
for k=1:m
ys=ys+intab3 (f,a+(k-1) *h,a+k*h);
end;
elseif strcmp(metodo, "Abiertad’)
for k=1:m
ys=ys+intab4d (f,a+(k-1) *h,a+k*h);
end;
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
¢
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5.3 Técnicas avanzadas de cuadratura o integracion numérica

5.3.1 Método de extrapolacion de Richardson

Supuesto que se desea calcular un valor v ¢ dependiente de una funcién utilizando valores de f en puntos que
dependen de un valor h y que es posible establecer:

vy = F (h) + Clhp + 0 (hq) (56)
—— —_——
Método o formula Eq

Donde ¢ > p, ¢; no depende de h'y O (hP) es el orden de error del método.

Aplicdndole el método con %, tenemos un nuevo valor estimado:

v =F(h/2) +c1 (R/2)" 4+ O (h7)
Restando la primera de la segunda:
2p2}f —vf = QPF(h/Q) — F(h) —|—O(hq)

Despejando vy:

_PE(W/)-F(®)

ST +0(h9) (5.7)

En esto es lo que consiste el método de Richardson, que se puede aplicar de forma sucesiva, y también con la
derivacion numérica y problemas diferenciales.

El error que se produce al estimar el valor por este método es menor, ya que si por ejemplo h = 0.01, para
el caso sin extrapolacién con h/2 el error de discretizacién es Fy oc 107*, mientras que tras aplicarle la
extrapolacion queda Fy oc 1076 si ¢ = 3.

Para la aplicacién recurrente simplemente se define

_ 2PF(h/2) — F(h)
N 2w —1

PFy (h/2) — Fi. (h
— Fri1(h) = k(2é)_1 k (h) k=1:m

Fy (h)

Ejemplo 5.4:

Calcular la integral

1
= —$2 COS T an — T T
I_/_1(1 ) (cosz+2°In(2—x))d

Usando h = 0.5,h = 0.25, h = 0.125.

Se tiene para la férmula de Simpson:

I =S (h)+Cih* + Cohb + ...

Calculando las integrales para cada uno de los valores de h usando el método de Simpson:
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S(0.5) = 85 (f (=1) +4f (—=0.5) + 2f (0) + 4f (0.5) + f (1)) = 1.37613537522150
5(0.25) = ... = 1.37440280250285
5(0.125) = ... = 1.37413646808619

La primera aplicacién del método de Richardson nos lleva a

Si (h = 0.5) = L3255 _ 4 37498729765434

Sy (h = 0.25) = Z5CI2)-502) _ 4 374118712458

Y aplicandolo una segunda vez

265, (0.25) — 51 (0.5)
63
El valor obtenido mediante la formula de Barrow es 1 = 1.374114920.

S5 (0.5) = = 1.37411603650

Se observa como se aproxima cada vez mds el valor a medida que se profundiza mas.

5.3.2 Método de Romberg

Este método consiste en aplicar la extrapolacién de Richardson a la férmula de los trapecios compuesta de
forma sistematica. Para dicha férmula, se puede establecer el siguiente resultado:

b
/ f(l')dx:g(f(xo)+2f($1)+"'+2f(xn*1)+f(xn))+01h2+02h4+...cmh2m_|—,”

-~

Eq

T(h)

Donde los ¢; son independientes de h. T'(h) es lo que en el apartado anterior llamamos F' (h). Asi pues,
aplicando sucesivamente la extrapolacion de Richardson:

22T (h/2) — T (h)

i (h) = 22 1

+0 (h?)

_ 2Ty (h)2) — Ty (h)
B 24 1

Ty (h) +0 (h%)

AT (h2) — T (B)
- 4i—1

Ti1(h/2) = Ti—1 (h)
4i—1

T; (h) = T;—1 (h/2) + (5.8)
La férmula (5.8) se conoce como esquema de Romberg, y se aplica cogiendo un h, aplicando trapecios a una

integral, luego se aplica sucesivamente con 2, 2

hoo ..
T (h)
Ty (h)

T (h/2) 15 (h)

Ty (h/2) T3 (h)
T (h/4) T3 (h/2)

Ty (h/4)
T (h/8)
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El valor de T3 (h) es el mejor resultado de todos.

Este método converge al resultado y es numéricamente estable, lo que se puede demostrar, aunque no vamos a
hacerlo.

5.3.3 Algoritmos recursivos con estimacion de error

En los algoritmos vistos hasta ahora, como el de extrapolacion de Richardson, para hacer la recursién habia que
repetir las evaluaciones de la funcién en algunos puntos, lo que es realmente innecesario, por lo que vamos a
ver como podemos evitar tener que hacerlo.

En los algoritmos recursivos con estimacién del error se aplican recursivamente las férmulas compuestas evi-
tando evaluaciones de la funcién innecesarias (porque ya se han hecho), y estimando el error de discretizacion.

Supongamos que hemos estimado una integral con una féormula de cuadratura numérica y un h determinado.
Si queremos hacerlo con /2, no volvemos a evaluar la funcién en los puntos en los que ya lo hemos hecho,
lo que conseguiremos expresando los resultados de la formula para //2 en funcién de los resultados para la
férmula con h.

Por ejemplo, si tenemos 7 + 1 puntos con un s y queremos calcular una integral por Simpson:

w| >

Spt1= 5 (f (wo) +4f (x1) +2f (2) + ... + 2f (xn—2) +4f (Tn—1) + f (70))

Al usar h/2, se subdivide el intervalo en 2n + 1 puntos, y las evaluaciones de la funcién que ya hemos hecho

no las repetimos. Notando Sffgl a los sumandos que tienen el nimero & como factor (kf (x;)):

1 2 4
Snt1 = Sr(z—f)—l + ST(l-f)—l + ST(H)—l
Para 2n + 1 tenemos:

Sont1 = %(f($0)+4f (%Jrg) +2f (z1) +4f <x1+g> +.+

SEYTER YT (R BT

1 2 4
= Sén)Jrl + Sén)+1 + Sén)+1

9 4
257(131 + 57(131
4

Séi)ﬂz%(f(mo—kg)+f<x1+g>+...+f<mn—1+g>>

.. P : (4)
Los tinicos puntos en que se evalta f son aquellos que nos permiten calcular S5, ", ;.

2
Sén)—&-l =
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5.3.3.1 Estimacion del error:

_h4
I=81+E;j=Ej=—(b-1)f®(c)
180
I~8 +iE:>E—h74(b ) @ ()
B T A TRE T R

Suponiendo que f® (¢) ~ f® (n).

Si tomamos Ss,+1 con Fy su estimacion del error, estamos siendo muy conservadores, ya que su estimacion
de error suele ser %Ed. Podemos repetir el proceso hasta que tengamos la precisién requerida.

16
‘Ed’ = 1—5 ‘S2n+1 - Sn—i—l’ (5.9

Normalmente al estimar el error en un algoritmo, se usa esta expresioén para dar un margen de confianza, por la
aproximacién anterior de f* (c) ~ f@ ().

5.3.4 Métodos adaptativos

La idea base de nuevo es no utilizar mds puntos de evaluacién que los necesarios para obtener la precision
requerida, de forma que no se realizan evaluaciones innecesarias o inttiles.

Se divide sucesivamente el intervalo de integracion, aplicando la estimacion de error y continuando la subdi-
vision en aquellos intervalos en los que no se obtenga la precisién buscada. Son necesarias ademds técnicas
para detectar o prevenir invalidaciones del método como subintervalos muy pequefios o errores de redondeo
grandes.

Esta técnica nos sirve con funciones que tengan regiones de grandes variaciones de su valor y otras regiones con
pequefias variaciones, ya que una férmula compuesta obtendra buenos resultados en las regiones de grandes
variaciones si i es muy pequeflo, pero con un coste computacional elevado para las regiones con pequefias
variaciones, mientras que con un h grande, el valor del resultado en las regiones con grandes variaciones sera
malo.

Asi pues, se aplica la estimacidn de error en subintervalos para diferenciar regiones con grandes variaciones de
regiones con pequefias variaciones, profundizando mds en las regiones con mds variaciones en el valor de la

funcion.
b
Supongamos que queremos aproximar / f (z) dz con una precisién especificada . Aplicamos Simpson con

una longitud de paso h = (b —a) /2,y obtenemos la siguiente férmula:

h5

AR (5.10)

b
/ f(z)dx =S (a,b) —

Para algtin p € (a,b). Ahora estimamos la precision de nuestra aproximacion, pero de forma que no tengamos
que calcular f) (1), para lo cual aplicamos la férmula compuesta de Simpson con n = 4 y longitud de paso
(b—a)/4=h/2:

/abf(:c)dz = %(f(a)+4f <a+g> +2f (a+h) +4f <a+%) +f(b)> (5.11)

M\*'b—a
AN
(2) w0 /)
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Simplificando la notacién:
S (a,452) =5 (f(@)+4f (a+3) + f(a+h)
S (%2,0) =L (f(a+h)+4f (a+22) + f (b))

Si podemos suponer que x ~ 4’ sin riesgo a equivocarnos mucho (o mejor f®*) (n) ~ f ) (1)), igualando
(5.10) a (5.11) y usando las simplificaciones de notacién:

CL—|—b a+b 1h5 (4) h5 (4)
5 (a"52) 5 (5570) = o 00 = S (et - gor @

Por tanto:

h? 16 a+b a+b
Aplicando esta estimacion de error, podemos escribir:

b b b b b
/a f(x)dm—S(a,a;_ )—S<%,b>‘:1—15'5(a,b)—5<a,%>—S(%,b)‘

Lo que implica que el uso de la férmula compuesta aproxima el valor de la integral unas 15 veces mejor que la
férmula simple. Por tanto, si:

‘S(a,b)—S(a,a;b> —S(a;b,bﬂ < 15¢

entonces

b
a+b a+b
/ f(a:)—S(a, i )—S( i ,b>‘<5
o 2 2
Si no ocurriese asi, en lugar de aplicar de nuevo la regla compuesta para todo el intervalo, mirarfamos si es
suficientemente precisa para uno de los subintervalos y usando la mitad del error, en lugar de ¢.

Esta técnica es la que se usa hoy en dia para estimar valores de integrales con un error determinado y haciendo
el menor nimero de cdlculos posible. Matlab lo utiliza para aproximar una integral por Simpson al llamar a la
funcién quads§.

Veamos a continuacién un algoritmo que nos permite implementar la integracién adaptativa en Matlab, usando
los algoritmos anteriormente vistos para integracién simple y compuesta.

Algoritmo 5.20: Algoritmo para integracién adaptativa
Algoritmo para implementar la integracidén adaptativa
con cualquier método de integracidén (compuesta+simple)

Uso:
sol = intadapt (funcion,a,b,tolerancia,metodo, maxiter)

o0 o o o° o° oo oo

metodo puede ser: Simpson, Trapecio, Simpson38, Boole,
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o\°

Pmedio, Abierta2, Abierta3, Abiertald

o\°

Si no se especifica metodo, aplica Simpson por defecto

o\°

Si no se indica tolerancia se usa le-5

[o)

% Con maxiter se evita hacer demasiadas recursiones
function sol = intadapt(f,a,b,tol,metodo,maxiter)

if nargin < 6, maxiter = 10000; end;
if nargin < 5, metodo = ’'Simpson’; end;
if nargin < 4, tol = le-5; end;

if nargin < 3, error(’Faltan argumentos de entrada’); end;
maxiter = maxiter - 1;
if (maxiter = 0), error(’'Maximo de iteraciones alcanzado’); end;

[}

% Usando el algoritmo de integracidén compuesta podemos

o)

% hacer las dos integrales
solsimple = intcomp(f,a,b,1,metodo);

solcomp = intcomp(f,a,b,2,metodo);
err = abs((solsimple — solcomp)/solcomp); % Error relativo
if (err < tol),
sol = solcomp;
else
c = (b+a)/2;
sol = intadapt(f,a,c,tol,metodo,maxiter)

+ intadapt(f,c,b,tol,metodo, maxiter);
end;

5.3.5 Formulas de Gauss o de cuadratura superexactas

Se puede hacer una eleccion especial de los puntos x; y los coeficientes A; de forma que el grado de exactitud de
n

la férmula Z Ap f () sea mayor que n. Los puntos elegidos para que se cumpla suelen ser puntos “rarillos”.
k=0

n
Teorema 5.2. Para que una férmula Z A f (x) sea exacta para todo polinomio de grado a lo sumo n + k

k=0
con k > 1 (condicién necesaria y suficiente), debe ser interpolatoria y ademas se cumple:

b
/w(m)xj9n+1(x)dx20 j=0:k—-1 Ont1 (z) = (x — o) -+ (& — xp)

Como tiene que ser exacta para 76,1 (x), que es un polinomo de grado n + 1 + 4, el grado de exactitud es,
efectivamente, n + k.

n
Teorema 5.3. No existe ninguna férmula del tipo Z A; f (x;) exacta para todos los polinomios de grado 2n+2.
i=0
Demostracion. Supongamos que una formula es de grado de exactitud 2n + 2:

02, es de grado 2n + 2.

b n
/ w () 02,y (1) dr = 3 A2, (2) = 0
a i=0
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Sin embargo, w (x) 02, (x) es un niimero positivo, sdlo nulo en un niimero finito de puntos, por lo que la

integral no puede ser nula.

Se parte de un supuesto incorrecto, por tanto, no existe ninguna formula de grado de exactitud 2n + 2.

Existen, sin embargo, férmulas de grado de exactitud 2n + 1, que es el maximo posible, son las férmulas de

Gauss.

El grado de exactitud es n + k = 2n + 1. Los coeficientes a; del polinomio

O (2) = 2™ fapa™ + ...+ apg
se pueden calcular con el siguiente sistema lineal

n+1 b . . b .
Zai/ w(x):vnﬂ_zxjdx:—/ w (z) 2" Ml da j=0:n=k=n+1
=1 Ja a

Los A; para la férmula interpolatoria se calculan con la siguiente férmula:

Ai:/abw(x)li(m)dx

O por el método de los coeficientes indeterminados.

El polinomio 6,, 1 (x) se puede obtener también utilizando la recurrencia del siguiente teorema:

Teorema 5.4. Existe una sucesion de polinomios p; ¢ = 0 : n que verifica:

grado (pn) =n
(¢,pn) =0

para todo polinomio ¢ de grado menor que n.

Definiendo el producto escalar de la siguiente forma:

b
(r9) = [ 0@ @)@ ds
a
Dicha sucesion de polinomios satisface la siguiente relacion de recurrencia de tres términos:
pi+1(2) = aj (x = Bj) pj (x) — vjpj—1 (2)
siendo p_1 (z) =0, po () = Cy y:
_ Gy _ {pjxpy) . ai(pipy)
4= G Bi = (pj:ps) VT @i {pj—1pio1)

con C; # 0 el coeficiente principal del polinomio p;.

Ont1 (z) = Lgi(f)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Teorema 5.5. Si p,, es un polinomio ortogonal a todos los de grado inferior sobre un intervalo [a, b] y para la

funcién peso w, todas sus raices son reales, simples e interiores al intervalo (a, b).
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Demostracion. Supongamos que todas las raices t; € [a, b] del polinomio son k raices de multiplicidad impar,
todas distintas e incluidas en el intervalo. Considerando el polinomio

(QL’ - ti) Pn (QL’)

k
=1

)

e integrdndolo

k

b
1= [ w@][@- @

i=1
Las k raices se convierten en raices de multiplicidad par ya que van multiplicadas por (x — t;).

Si k < n, I =0ya que p, es ortogonal a todos los polinomios de grado inferior al suyo. En cambio, si k = n,
I # 0, de forma que todas las raices son diferentes, y por tanto, simples y reales.

& El grado de exactitud 2n + 1 se obtiene al calcular los coeficientes A; mediante el método de los coefi-
cientes indeterminados u otro método que asegure que la férmula es interpolatoria.

5.3.5.1 Procedimiento para deducir la férmula superexacta

1. En primer lugar tenemos el polinomio

Ot (2) = 2"+ a12™ + ...+ anpy

2. Y se obtienen los coeficientes del siguiente sistema de ecuaciones lineales para j =0 : n

b b b b
ay / w (x) 2™z dx + ay / w(z) 2" alde 4.+ ang / w(x)x!de = — / w () 2" Ml da
a a a a

Se puede demostrar que este sistema tiene solucién y es dnica. Se puede obtener también 6,1 (x) con
la recurrencia antes mencionada.

3. Seresuelve el sistema determinando el polinomio 6,1 (x), ortogonal a todos los xd
4. Se obtienen los z; como raices de 6,41 (z) =0

5. Secalculan los A; por el método de los coeficientes indeterminados (por ejemplo), para obtener la férmu-
la interpolatoria

Si el polinomio 6,11 (x) es ortogonal a todos los de grado inferior en [a, b], sus raices son reales y pertenecientes
al intervalo (a, b). Esta es una propiedad de todos los polinomios ortogonales.

Los coeficientes A; de las formulas gaussianas son todos positivos.

Dado que los polinomios son “rarillos”, sus raices también lo son, y con ello los coeficientes A;, razén por la
cual las férmulas superexactas se suelen dar con tablas.

Existe otra alternativa para calcular los coeficientes de las férmulas superexactas, partiendo de los polinomios
ortogonales p; (x), y siendo C; el coeficiente principal del polinomio p; (x), con la expresion

A= Cn+2 <pn+17pn+1>
' Cn-l-lp;z—f—l (25) ppya (z4)
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5.3.5.2 Error de discretizacién

El error en la férmula de cuadratura superexacta se obtiene por la férmula:

Eni1(f) = (5.16)

(2n+2) c b
oo || @) G @) o

5.3.5.3 Férmulas de Gauss

En la tabla (5.4) se pueden ver las férmulas superexactas de Gauss mds usadas, con las funciones peso usadas
y el intervalo sobre el que se aplican. Se han omitido los términos de error.

‘ ‘ Peso ‘ Intervalo ‘ Integral ‘
1 i\f: 9
Gauss-Legendre w(x)=1 [—1,1] f(z)dx ~ 5/ (zx)
-1 i1 (1= a) (P (zr)
1 N
N __ 1 _ f (@) m 2k -1
Gauss-Chebyshev | w (z) = = | [-1,1] g mdw &~ kz_lf <cos ( T
* (v’
Gauss-Laguerre w(xr)=e" [0, 00) / e f(x)dr ~ Z - 5/ (T)
0 k=1 ok (L ()
S N 9N+1
2NN
Gauss-Hermite w(z)=e* | (—00,00) / e*fo( ) dx ~ ,7\/7?2 (zk)
- =1 (Hy (zx))

Tabla 5.4: Formulas de Gauss

5.3.5.4 Caracteristicas de las féormulas de Gauss

1. Son interpolatorias y abiertas
Sus puntos y coeficientes de cuadratura son, en general, nimeros irracionales
3. Sus coeficientes son positivos

Su grado de exactitud es 2n 4+ 1 con n + 1 evaluaciones de la funcién a integrar. Por consiguiente, en
general (no siempre), una férmula superexacta de Gaus serd mucho mejor que cualquier otra férmula con
el mismo ndmero de puntos.

5. Su convergencia al valor real de la integral puede demostrarse si el integrando es una funcién continua,
como se ve en el siguiente teorema

http://www.telecos-malaga.com 162 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



5. Derivacién e integracion numéricas 5.3. Técnicas avanzadas de cuadratura o integracién numérica

Teorema 5.6. Si tenemos una funcién f continua en un intervalo [a,b] y fijando tanto el intervalo como la
funcién peso y usando sucesivas férmulas de Gauss paran € 0,1,2,3, ..., tal que

b n
[ w@ @ =" A @)
a i=0

para n > 0, entonces las aproximaciones de las férmulas de Gauss convergen al valor de la integral conforme
n — OoQ.

Esto que acabamos de ver no es, en general, cierto para otras férmulas de cuadratura que no sean las superexac-
tas de Gauss.

Existen unas férmulas llamadas pseudogaussianas de dos tipos, que se pueden deducir de manera similar a las
gaussianas:

& De Radau: se hace g = a o bien x,, = b, y es de grado de exactitud 2n como maximo.

e De Lobatto: se hace 9 = a 'y x,, = b. Su grado de exactitud es 2n — 1 como maximo.

Ejemplo 5.5:

Queremos la férmula de Lobatto para estimar
1
@) de = Aof (1) af (00) + Aof () + Asf (1)
-1

Entonces es
Oy(x)=(z+1)(x—1) (ac2—|—ax—{—b)

Se fuerzan las raices 1 y —1 para 64 (x).

Hay otros métodos adaptativos que utilizan férmulas de Gauss, como el método de Gauss-Kronrod, donde la
estimacion del error se basa en la evaluacién en puntos especiales, denominados “puntos de Kronrod”.

5.3.5.5 Tablas para las formulas de Gauss
A continuacién vamos a incluir las tablas de algunas de las férmulas de Gauss, concretamente la de Hermite,

Laguerre y Legendre para N = 2 hasta N = 5, siendo N el niimero de puntos a considerar. No se incluyen las
tablas para la formula de Chebyshev porque sus puntos y coeficientes se pueden obtener analiticamente como

T 2i—1
AZ-:N T; = Cos 2N7T

Recordemos que las férmulas de Legendre y Hermite se aplican para funciones en el intervalo [—1,1] y
(—00, ), por lo que se presentan en las tablas s6lo la parte positiva de los intervalos, que habrd que reproducir
para la parte negativa, conservandose el signo de los coeficientes A;.

Ejemplo 5.6:

Determinar la férmula de Gauss de tres puntos para
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2 0.707106781186547244 0.88622692545275801365
3 | 1.2247448713915890491 | 0.29540897515091933788
0 1.1816359000551283651
4 | 1.6506801238857845559 | 0.081312835447245177143
0.52464762327529031788 | 0.80491409000551283651
5 | 2.0201828704560856329 | 0.019953242059045913208
0.95857246461381850711 | 0.39361932315224115983
0 0.945308820482944188123
Tabla 5.5: Puntos y coeficientes de las formulas de Gauss-Hermite hasta N = 5
2 | 0.58578643762690495120 0.85355339059327376220
3.4142135623730950488 0.14644660940672623780
3 | 0.41577455678347908331 0.71109300992917301545
2.2942803602790417198 0.27851773356924084880
6.2899450829374791969 0.010389256501586135749
4 | 0.32254768961939231180 0.60315410434163360164
1.7457611011583465757 0.35741869241779968664
4.5366202969211279833 0.038887908515005384272
9.3950709123011331292 | 0.00053929470556132745010
5 | 0.26356031971814091020 0.52175561058288065248
1.4134030591065167922 0.39866681108317592745
3.5964257710407220812 0.075942449681707595388
7.0858100058588375569 0.0036117586799220484545
12.640800844275782659 | 0.000023369972385776227891

Tabla 5.6: Puntos y coeficientes de las férmulas de Gauss-Laguerre hasta N = 5

bof(x)
711—{—%2

y utilizarla para calcular la integral

dx ~ Aof (xo) + A1 f (1) + Ao f (x2)

564

2
I = / 5 dzx
1 (z—15)"+0.25

estimando el error cometido.

Solucion:

03 (x) = (z — z0) (z — 1) (x — 22) = 2° + a12% + agzr + a3

Planteando el sistema de ecuaciones para hallar los a;:

" aw)d
=0 j=0,1,2
111+$2 3(‘T) €z J )
b j+2 b g+l b 1 .+3
T T T T
d d dr = —d
al/a 1522 m—i—ag/a 1T 22 x—i—ag/a 1—}—3:236 /_114—3:296
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T

A;

0.57735026918962576451

1

0.77459666924148337704
0

0.55555555555555555556
0.88883838838383883889

0.86113631159405257523
0.33998104358485626480

0.34785484513745385737
0.65214515486254614263

0.90617984593866399280
0.53846931010568309104
0

0.23692688505618908751
0.47862867049936646804
0.56888888888888888889

Tabla 5.7: Puntos y coeficientes de las formulas de Gauss-Legendre hasta N = 5

Nos queda el siguiente sistema:

21 0 T ay 0
0" 2= 0 | |=(-3re-9)
i-@-p o 2-5) \a o

Resolviendo el sistema se obtienen las siguientes soluciones:

a] — agz — 0
2

f§+2f%
2—

a9 =

M

El polinomio queda por tanto:

03 (x) = 23 + agx

Y sus raices:

Usando el método de los coeficientes indeterminados para hallar los A;:

/1 L Ag A+ Ay =T
——dx = —
1122 ot Art+Ay =5

1
X
/11+$2dm:A0x0+A1-O—A2x0:0

1 5[72 9 9 T
/11+x2d.%'=A01'0—|—A1-0—|—A21‘0:2—§

AO:Azzi—Tg
Ay =T —24A

Para aplicar la férmula a la integral pedida, primero hay que cambiar el intervalo de integracién, lo
cual lo hacemos mediante el cambio de variable t = 2z — 3:
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/1 (t+3)4dt

2 24
I:/ 5 dr = 5
1 (x—15)"+0.25 1 t?P+1

12

1
8
1

3 <A0 (zo + 3)4 + (—xo + 3)4 + A134)

Si en el denominador no hubiésemos tenido lo mismo que en la férmula de integracién (que es el
peso), basta con multiplicar y dividir por ese peso.

Para estimar el error, tendriamos que usar la férmula (5.16), pero observamos que la funcién f (x)
que estd en el numerador es un polinomio de orden 4, y la férmula es de grado de exactitud 5, por
lo que no hay error para esta funcién (la férmula es exacta).

Ejemplo 5.7:

Veamos un ejemplo del uso de las tablas para las férmulas de Gauss, concretamente para Gauss-
Legendre con N = 5.

/_11f(m) dr ~ 0.23692...-f(—0.90617...) +
+0.4786... - f (—0.5384...) +
+0.5688... - f (0) +
+0.4786... - f(0.5384...) +

+0.23692. .. - f(0.90617...)

se observa que son simétricas, razén por la cual en las tablas s6lo se muestran los valores absolutos
de los puntos.

Ejemplo 5.8:

A partir de una férmula de Gauss en un intervalo estdndar, obtener la férmula para otro intervalo
cualquiera. Tenemos la siguiente féormula

b n
[ w@ i@ =Y 4if @) + B
a i=0
Haciendo el cambio x = ot + (3 se obtiene
d d n
/ w (at + B) f (at + B) adt = a/ w* (t) g (t)dt = « <ZA?g(ti) —|—E:L+1>
c c i=0

Por tanto, tendriamos que aplicar la férmula para

T =at; + 0 AZ:OéA;k

Esta forma de hacerlo es rdpida si se usan las tablas.
|
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5.4 Integracion impropia

Vamos a plantear las dificultades en el cdlculo que plantea la resolucién de este tipo de problemas, suponiendo
de antemano que la integral existe.

© Funcién discontinua de salto finito: si la funcién es discontinua en un punto ¢ € [a, b], se puede dividir el
intervalo de integracion en dos:

/abf(a:)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx

Si usamos una férmula cerrada, no tenemos forma de coger un valor concreto para f (c) al evaluar la
integral, asi que hacemos f (¢) = f (c¢™) para el primer subintervalo y f (c¢) = f (c") para el segundo.
Si usamos férmulas abiertas no hay problema, de forma que es una opcién mds adecuada.

/abf(m)d:c:/aigf(x)dx

con un ¢ suficientemente pequefio y empleando una férmula cerrada.
También se pueden emplear férmulas abiertas que no tengan en cuenta el extremo afectado, pero habra
que usar un h pequefio para que no se cometa demasiado error.

/aoof(m)dm

2 lim f(x) = o0

& Intervalos infinitos

Hay varias opciones:
1. Usar Gauss-Laguerre, cambiando el extremo inferior del intervalo de integracién: x =t + a.

/MOO f(z)dx

< €.

M
2. Aproximar el valor mediante / con un M suficientemente grande, de forma que
a

3. Hacer un cambio de variable z = %, con lo que queda:

[ )an 14

5.5 Integracion miltiple

/ab/cdf@,y)dydx

El recinto de integracién es un rectangulo, por lo que se construye una malla de puntos en los que evaluar la
funcién.

z; = a+ih h =t
y; = c+ jk k==

Aplicando Simpson:
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T

wl > Wl

/ab/cdf(x,y)dydx ~

(f (‘T7y0) +4f (xvyl) +...+4f (xaynfl) + f (CL‘,yn)) dx

12

wl| &

(

hk
9 Z Z Aij f (i, y5)
i g

(F (20, 50) + AF (€1,90) + - + f (Zm, 40)) +>

b
Habria que aplicar Simpson a cada una de las / f(z,y;) de.
a

La cosa se complica cuando el recinto no es rectangular, sino que tenemos dos funciones dependientes de la

otra variable independiente:
b pd(x)
/ / f(z,y) dydz
a Je(x)

Ya que ahora es:

De forma que queda:

b X
= [ (1 e @)+ 4F (0,00 + R 0) +2f (@0() 4 28 (@) o+ f (0,0 (0)) d
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— TEMA 6
M¢étodos numéricos para ecuaciones

diferenciales ordinarias

A lo largo de este tema vamos a considerar que los problemas a resolver tienen solucién, por tanto no nos vamos
a plantear su existencia. Notaremos y;41 como la solucién aproximada en un punto ¢;11 y y (¢;41) a la solucién
exacta en ese mismo punto.

Resolveremos tanto problemas de valor inicial como problemas de valores de contorno.

6.1 Problema de valor inicial

En este apartado vamos a tratar de resolver de forma numérica y computacionalmente un problema de ecua-
ciones diferenciales con un valor inicial. Por ejemplo, una EDO (Ecuacién Diferencial Ordinaria) de primer
orden:

Yy =1r(ty)  yla)=uwo

Y obtener la solucién para a < ¢t < b. Podemos tener igualmente y (b) = yo como valor inicial y aplicar los
métodos hacia atrés.

También vamos a ver como resolver EDOs de orden n:
y"m = f (t,y,y’, . ,y(”’”>

y (a) = Yoo
y'(a) = 1o

v (@) = yn-10
Esto lo podemos aplicar también para sistemas de EDOs de primer orden:

yi :f(t7y17y27"'7yn)

y;; :f(t7y17y27"'7yn)

Que se puede expresar también de forma vectorial:
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7 =ft9)

De esta forma, las EDOs de orden superior, podemos resolverlas como sistemas de EDOs de un orden menor:

/
Uy = u2 uy =y
/ /
Ug = U3 U2 =Y
/
up, = Upy1 = f (tur, ... up)

Cuando calculemos los valores numéricos de la solucién, notaremos ¥; como la aproximacién de la solucién,
y (t:).

Los métodos se basan en crear una malla de puntos dentro del intervalo [a, b] de forma que aproximemos las
soluciones en los puntos de esa malla.

6.2 Métodos unipaso de Taylor y de Runge-Kutta

Se da un problema de valor inicial:

6.2.1 Introduccion a los métodos unipaso

Los métodos de discretizacion fijan una malla de puntos entre a y b y calculan una aproximacion de la solucién
en cada uno de los puntos.

Los métodos unipaso “propagan” la solucion de un extremo a otro del intervalo, usando tinicamente la solucién
inmediatamente anterior. Obviamente, empiezan con el valor inicial dado por el problema. Si se propaga la
solucién a través de una malla de puntos ¢; € [a, b], se dice que son métodos de discretizacion unipaso.

Se escriben de forma general:

Yitr1 = Yi + ho (ti, yi, h) (6.1)

para¢ = 0,1,2... y siendo ¢ una funcién que depende de la funcién (f) del problema. Cuando se tiene
la funcién ¢, se puede utilizar la recurrencia para propagar la solucién a partir de la condicién inicial. La
determinacion de ¢ depende del método unipaso utilizado.

6.2.2 Error local de truncamiento

La solucién exacta del problema de valor inicial, y (t), no tiene porqué cumplir la recurrencia anterior, asi que
se define un error local de truncamiento en ¢; 1, 7;41 con la siguiente férmula:

y(ti+h)—y(t)
h

= ¢ (ti,y (i), h) = Tita (6.2)
= el método es consistente con el problema si cuando h — 0, el error en ¢; tiende a cero: }llirr%) T, — 0

= El método es consistente de orden p si 7; = O (hP) conp > 1
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6.2.3 Método de Taylor

Supongamos que queremos aproximar el valor de y (¢;4+1) por ¥;+1. Una forma de hacerlo, seria desarrollando
en series de Taylor (las derivadas son absolutas'):

y(p+1

/! tz . ) i
yiti)yo RP + (ci) p+1

y(tiv1) =y (ti+h) =y ) +y (t) h + 21 ol p+ 1)

Para algin ¢; = t; + h € (t;,tit1)-

"(ti,yi =D (£, ys
f(?y)h2++f (’y)hp

Y (tit1) ~ Yir1 = yi + f (i, i) h + 51 - o

Despreciando el resto. Vamos a usar la notacién fi(k) = fk) (ti,y:), por simplificacién. Por tanto, el método
de Taylor utiliza la siguiente funcién:

h hp=1t
O (tisyish) = fik g fi+ oo+ — 1Y (6.3)
Y el error de truncamiento es

hP

Tipq = 4D (¢, 6.4
+1 (p+1)!y (ci) 6.4)

El inconveniente mds grande de este método es tener que hacer todas las derivadas de f, ya que como vemos
en la nota al pie, cada derivada es mas larga y penosa.

Otros métodos son:

= Meétodo de Euler: es el caso mas sencillo de método de Taylor, ya que tinicamente usa la evaluacion de
la funcién f (¢,vy), sin hacer ninguna derivada

(6.5)

Yiv1 = Yi + hf (ti,ys)

& Método de segundo orden:

h2
Yit1 = yi +hf (i yi) + Ef/ (tisyi) (6.6)

6.2.4 Métodos de Runge-Kutta

En estos métodos se trata de integrar (numéricamente). Dado el problema y’ = f (¢, y), integrando la expresion:

tit1 , tir1
/ y <t>dt=/ £ (ty) dt
ti t;

Nos queda:

'Si la funcién es de dos variables:
f:/: fx + fyyl / " N2
" = foo + foy¥' + Foy" + fuy (¥')
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Donde (1) no lo tenemos, aunque si una aproximacién, mientras que (2) lo podemos integrar numéricamente

q
usando h Z ciky.

r=1

q
Yit1 =Yi+h Z crky

r=1

Siendo

e k, = f(0,,y,) para y, un valor intermedio entre y; € y;+1,

r—1
Yr =Yi + h Z br,sks
s=1
= 0, € [ti, tig1],
0, =t; +a.h

cona; =0,0<a, <lparar =2:q

La dificultad ahora estd en que no conocemos el valor de ¢ en los puntos intermedios (y,). Para obtenerlos,
aplicamos la férmula a esos puntos:

r—1

Yr =Y + hzbrsks
s=1

De forma que tenemos:

r—1
kr=f<ti+arh,yi+thmk5> r=2:q

s=1

y k1 = f(ti, yi)-

Los valores de a,, ¢, y b.s se escogen de forma que el método sea consistente del mayor orden posible y
difieren segun el método. Normalmente se obtienen por anulacién de los coeficientes de las potencias de h en
el desarrollo en series de Taylor de 7. En el apartado (6.2.4.1) tenemos algunos de los métodos de Runge-
Kutta, notados como RK, siendo p el orden maximo posible del método y ¢ el nimero de evaluaciones de
la funcién. Con 6 evaluaciones sélo se pueden conseguir métodos de orden 5, de hecho, para ¢ = 5,6,7 el
mdaximo orden es p = ¢ — 1, mientras que paraq > 8, p = q¢ — 2.
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6.2.4.1 Algunos métodos de Runge-Kutta

Meétodos RK

& Me¢étodo del punto medio:

Yit1 = Yi+ hks

ki = fi
ke = flzi+%y+Lk)
& Método de Euler modificado:
Yir1 = i+ L (ki + ko)
kh = fi
ko = f(zi+h,y; + hk)
& Me¢étodo de Heun:
Yir1 = Yi+ 2 (ki +3ko)
kv = fi
ke = f(xi+ %y + Fk)

Métodos RK 33

= Meétodo de Kutta:

yir1 = Ui+ (k1 +4dky + k)

kv = fi
ke = f(zi+ %+ 5k)
ks = f(zi+h,yi +h(—ki + 2k2))

& M¢étodo de Nystrom:

Yir1 = Yit % (2k1 + 3ka + 3k3)

ki = fi
ke = f(zi+Zy+ 2k)
ks = f(zi+ 2+ ZLk)
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Métodos RK 44

& M¢étodo de Runge-Kutta:

Yirlr = i+ 2 (k1 + 2kg + 2ks + ky)
ki = fi

ke = flzi+%y+Lk)

ks = f(zi+% i+ Lko)

ks = f(xi+h,y; + hks)

& Método de Kutta:

Yis1 = Ui+ % (k1 + 3k + 3ks + ks)

ki = f;
ky = f(wi+% i+ 2k)
ks = flzi+ 2,y + 2 (—k +3k))
ky = f(x;+h,y; +h(k —ka+k3))
Métodos RK g
= A:
Yir1 = Yi+ o (Thki + Ths + 32ks + 12k + 32k)
kv = fi
ky = f(zi+ h,y; + hky)
ks = flzit+hy+2k+k))
ky = f(zi+5yi+ & 14k + 5k — 3k3))
ks = flzi+ %y + & (—12k) — 12ky + 8k3 + 64k4))
ke = f(zi+ 3,y + & (—9%ky + 5ks + 16ky + 36ks))
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= B:
Yir1 = Ui+ o5 (Thy + 32ks + 12ky + 32ks + Th)

kv = fi
ko = vaz %kl)

ks = + L (ky + ko))

B
M:'

ks =

f (it
f (wi+

ke = f(zi+ B3y + Lks)
fzi+ 3y + L& (=3 + 6k + 9ky))
f (i

ke = + by + & (ki + 4ko + 6ks — 12ky + 8k5))

Para el célculo computacional se suele hacer

Ky = hky

Ky = hko
Asi, el método de Heun, por ejemplo, quedaria:

1
yier =vit g (K1 + 3K3)
6.2.4.2 Error de discretizacion
oy (tip) _
ﬂ+1—— Zcrf Y r )7 Hr—ti+arh

Desarrollando por Taylor en ¢;:

0-y(t:) + 0.9 (t:) +0-y"(t;)+...
~—— ~—_———
y(ti)—y(ts:) q

Y )y (1) Y e

r=1

De ello se extrae que para que un metodo sea consistente de orden p > 1:

Z =1 (6.7)

r=1

6.2.4.3 Métodos implicitos

Los métodos de Runge-Kutta que hemos visto hasta ahora se llaman explicitos, pero existen unos métodos, que
no vamos a desarrollar, llamados implicitos y que implican resolver un sistema no lineal para cada punto de la
malla (si f es no lineal). Estos aplican la siguiente férmula al calcular los k,.:
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s=1

q
k, = f <tz’ + arha Yi + hz brsks>

Es decir, que al calcular k., tenemos que evaluar f en un punto que depende de k... Por ello, si la funcion f es
no lineal, hay que resolver una ecuacién no lineal.

Ejemplo 6.1:

Resolver el siguiente problema de valor inicial por el método de Heun:

" r, o T
xy" + yy —|—senF—0

Con valores iniciales y (1) = 1y ¢’ (1) = 2, siendo h = 0.5.
Solucion:

Convertimos la ecuacién de segundo orden en un sistema de orden inferior:

/
Uy =19y

u1 = U9
u,2 _ (—uluz—sen %a})

(20)-=(2)

h
Yigl = Yi + 1 (k1 + 3k2)

(1)

k1= f;

2h 2h
ko = f <5'3@ t5ouit ?k1>
Usando K, en lugar de k,:

Calculando los K,:

2 1
K1=05 7—2—?“% ~1.25

1 1
2-0.5 2 :
Para el K5 tenemos que usar f <1 + =5, < 9 ) +3 < ~1.95 >>

24 2 (—1.25) 0.5833
Ky, =05 < (1+§)(2+§(11.25))+sen§—g ( 0.97021202029 >

3

Obtenemos para el primer punto:

0.959840
Para el resto de puntos se procede de la misma forma.

U(xl):< 1.68750 )
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6.2.5 Algoritmos en Matlab para métodos de Runge-Kutta

En este apartado incluimos los cédigos en Matlab para implementar los métodos de Runge-Kutta que hemos
visto antes.

Algoritmo 6.1: Método Runge-Kutta del Punto Medio para EDOs

% Implementacion del Metodo de Runge—-Kutta de segundo orden

% Metodo del punto medio

[o)

% Uso: [t,y,dyl=edpmedio(funcion,inicio, fin,alfa,paso)
function [ts,ys, fs]=edpmedio(f,inicio,fin,alfa,h)
if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
for i=1:n
kl=feval (f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval (f,ts(i)+h/2,ys(:,1)+(h*kl)/2);
fs(:,1)=k1;
ys(:,1+1l)=ys(:,1)+k2*h;
end;
end;

Algoritmo 6.2: Método Runge-Kutta de Euler modificado para EDOs

% Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de segundo orden
% Metodo de Euler modificado
% Uso: [t,y,dy]l=eulermod(funcion,inicio, fin,alfa,paso)
function [ts,ys,fs]=eulermod(f,inicio,fin,alfa,h)
if nargin<5
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
for i=1:n
kl=feval(f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval (f,ts(i)+h*(2/3),ys(:,1)+h*(2/3)*k1l);
fs(:,1)=kl;
ys(:,1i+1)=ys(:,1)+(k1+k2)*h/4;
end;
end;

¢
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Algoritmo 6.3: Método Runge-Kutta de Heun

o\

Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de segundo orden
Metodo de Heun

% Uso: [t,y,dy]l=heun(funcion,inicio,fin,alfa,paso)

function [ts,ys,fs]=heun(f,inicio,fin,alfa,h)

o\

if nargin<5
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
for i=1:n
kl=feval(f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval (f,ts(i)+h/2,ys(:,1)+(h*kl)/2);
fs(:,1)=kl;
ys(:,1+1l)=ys(:,1)+k2*h;
end;
end;

Algoritmo 6.4: Método Runge-Kutta 33 (de Kutta)

o\°

Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de tercer orden

o\°

Metodo de Kutta de tercer orden
% Uso: [t,y,dyl=kutta3(funcion,inicio,fin,alfa,paso)
function [ts,ys,fs]=kutta3(f,inicio,fin,alfa,h)
if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
for i=1:n
kl=feval (f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval (f,ts(i)+h/2,ys(:,1)+h/2*k1l);
k3=feval (f,ts(i)+h,ys(:,1i)+h*(-k1+2*k2));
fs(:,1)=kl;
ys(:,i+1)=ys(:,1)+(k1+4*k2+k3)*h/6;
end;
end;

Algoritmo 6.5: Método Runge-Kutta 33 (de Nystrom)

% Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de tercer orden
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% Metodo de Nystrom

[o)

% Uso: [t,y,dyl=nystrom(funcion,inicio,fin,alfa,paso)
function [ts,ys,fs]=nystrom(f,inicio,fin,alfa,h)
if nargin<b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
=(fin-inicio) /h;
for i=1:n
kl=feval (f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval (f,ts(i)+h*(2/3),ys(:,1)+h*(2/3)*kl);
k3=feval (f,ts(i)+h*(2/3),ys(:,1)+h*(2/3)*k2);
fs(:,1)=k1;
ys(:,1+1)=ys(:,1)+(2*k1+3*k2+3*k3)*h/8;
end;
end;

¢
Algoritmo 6.6: Método Runge-Kutta 44 (de Runge-Kutta)

% Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de cuarto orden
% Uso: [t,y,dy]l=rkcd (funcion,inicio,fin,alfa,paso)
function [ts,ys,fs]=rkc4(f,inicio,fin,alfa,h)
if nargin<5b

disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
else

ts=inicio:h:fin;

ys(:,1)=alfa;

=(fin-inicio) /h;

for i=1:n

kl=feval (f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval(f,ts(l)+h/2 ys(:,1)+(h*kl)/2);
k3=feval (f,ts(i)+h/2, ys(. i)+ (h*k2)/2);
kd=feval (f,ts(i)+h,ys(:,1)+h*k3);

fs(:,1)=k1;
ys(:,i+1)=ys(:,1)+(k1+2*k2+2*k3+k4)*h/6;
end;
end;

¢
Algoritmo 6.7: Método Runge-Kutta 44 (de Kutta)

% Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de cuarto orden
% Metodo de Kutta de orden 4

% Uso: [t,y,dyl=kuttad(funcion,inicio,fin,alfa,paso)
function [ts,ys,fs]=kuttad4(f,inicio,fin,alfa,h)
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if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
=(fin-inicio) /h;
for i=1:n

kl=feval (f,ts(i),ys(:,1));

k2=feval(f,ts(l)+h/3 ys(. 1)+ (h*k1l)/3);

k3=feval (f,ts(i)+h*(2/3),ys(:,1)+(-k1+3*k2)*h/3);
kd=feval (f,ts(i)+h,ys(:, )+h*(k1—k2+k3));

fs(:,1)=k1;
ys(:,i+1)=ys(:,1)+(k1+3*k2+3*k3+k4)*h/8;
end;
end;

¢
Algoritmo 6.8: Método Runge-Kutta 56 (A)

% Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de quinto orden

[}

% Metodo A de orden 5 con 6 evaluaciones

% Uso: [t,y,dy]l=rk56a(funcion,inicio,fin,alfa,paso)

function [ts,ys,fs]=rk56a(f,inicio,fin,alfa,h)

if nargin<5
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;

else

ts=inicio:h:fin;

ys(:,1)=alfa;

=(fin-inicio) /h;

for i=1:n
kl=feval (f, ts
k2=feval (f, ts
k3=feval (f, ts

i),ys(:,1));

1)+h ys(:,1)+h*kl);
i)+h,ys(:,1)+(k1+k2)*h/2);
i)

i)

—_~ o~ o~ —~

k4=feval (f, ts +h/4,ys(:,1)+h* (14*k1+5*k2-3*k3)/64);

k5=feval (f,ts(i)+h/3,ys(:,1)+h/96%*
(-12*k1-12*k2+8*k3+64*k4d));

k6=feval (f,ts(i)+h*(3/4),ys(:,1)+h/64*
(—9*k2+5*k3+16*k4+36*k5)) ;

fs(:,1)=k1;
ys(:,1i+1)=ys(:,1)+(7*k1+7*k3+32*k4+12*k5+32*k6)*h/90;
end;

end;

¢
Algoritmo 6.9: Método Runge-Kutta 56 (B)

% Implementacion del Metodo de Runge-Kutta de quinto orden
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% Metodo B de orden 5 con 6 evaluaciones

[o)

% Uso: [t,y,dyl=rk56b(funcion,inicio, fin,alfa,paso)
function [ts,ys,fs]=rk56b(f,inicio, fin,alfa,h)
if nargin<b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
for i=1:n
kl=feval (f,ts(i),ys(:,1));
k2=feval (f,ts(i)+h/2,ys(:,1)+h*k1/2);
k3=feval (f,ts(i)+h/4,ys(:,1)+(kl+k2)*h/8);
kd=feval (f,ts(i)+h/2,ys(:,1)+h*k3/2);
k5=feval (f,ts(i)+h*(3/4),ys(:,1)+h/16* (-3*k2+6*k3+9*k4));
ke=feval (f,ts(i)+h,ys(:,1)+h/7*(k1+4*k2+6*k3-12*k4+8*k5)) ;
fs(:,1)=kl;
ys(:,1+1)=ys(:,1)+(7*kl1+32*k3+12*k4+32*k5+7*k6)*h/90;
end;
end;

6.3 Métodos multipaso

6.3.1 Introduccion a los métodos multipaso

En este tipo de métodos, para calcular un valor en la malla de puntos se usan varios de los valores previamente
calculados, y no sélo el valor anterior.

tir1 , tir1
[T ve=[" e
tit1i—m tit1—m

usando Yi11-m - - Yi—1, Yis

tit1
aOYit1 + oY + .o+ OYip1—m = / f(t,y)dt
t;

= h (BOfiJrl +0601fi+.. + BmfiJrl*m)

Donde hemos usado integracion numérica para la integral de f (¢,y). Al despejar y;4; se tiene

m m
Yi+1 = Z ArYit1—r +h Z brf (ti-l—l—ra yi—l—l—r) (68)
r=1 r=0

Si bg # 0, lo que queremos calcular (y;41) estd en ambos lados, entonces el método se llama implicito, en
otro caso, explicito. Ahora no se toman puntos intermedios 6,., sino puntos anteriores en los cuales tenemos la
informacién que necesitamos.
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Cuando empezamos, en un PVI de primer orden, s6lo tenemos un valor, asi que para preparar el principio de
tabla hasta los m valores que necesita el método multipaso, se usan métodos unipaso.

Veamos el caso en que by # O:

m
Yiv1 =1 + hbof (tit1,Yit1) +h Z b f (tis1—r, Yir1—r)

r=1

v2,i

Yir1 = ¢ + hbo f <ti+17yi+1)

Si f no es lineal, tenemos una ecuacién no lineal en y;1, lo cual podemos resolver mediante aproximaciones
sucesivas con una iteracion. Una alternativa a resolver la ecuacién no lineal es usar lo que se conoce como
método predictor-corrector, que basicamente consiste en “predecir” un y;41 usando un método explicito que
nos da y? 1 (valor predicho). Luego “corregimos” el valor usando

Y = ¢+ hbof (tix1, 98 )

Siendo y;, ; el valor corregido. En general funciona bien, si h es suficientemente pequefia. También se puede
hacer recursivamente, de forma que con suficientes repeticiones, converja a la solucién.

Los métodos multipaso se pueden deducir por integraciéon de la ecuacién diferencial y usando interpolacion
polinomial o utilizando el método de los coeficientes indeterminados, imponiendo que la ecuacién en diferencia
sea exacta para todo problema de solucién un polinomio de bajo grado.

Ejemplo 6.2:

Resolver el mismo ejemplo que en el apartado (6.2.4.3) utilizando los métodos de Adams del
mismo orden en la forma predictor-corrector, suponiendo calculada por un método unipaso una
estimacion de wu;.

" o 7Tt_
ty" + yy —|—sen€—0

y(1)=1,4'(1)=2

Solucion:

Teniendo el valor aproximado de w; del ejemplo mencionado, y usando los métodos explicito como
predictor y el implicito como corrector, tenemos que usar:

h
Yirl = Yi + 5 (3fi — fi—1)

h
Yitl =Y + 5 (fir1 — fi)

Por ejemplo, para un método de segundo orden. Predecimos el valor de ws:

< y(2) > ~al = g1+g(3f(1.5,m)—f(1,ﬂo))
[ 1.90738
- ( 0.421421 >
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Vemos que el valor de la funcién crece, lo cual es un reflejo de que y/ (1.5) > 0, tal y como se ve
en el ejemplo anterior.

Ahora corregimos el valor,

2 _ _ 05 _ —
( v (2) >ﬁuzC = ul+7(f(2au§)+f(1'5aul))
_ 2.03281
N 0.3633
Si lo hacemos con el siguiente punto,

< y(2.5) > ~al =l + % (3f (2,35) — f (1.5,m))

(553 ) =78 =78 + 5 ¢ @5.u) + £ (2.7))

Con lo que aplicindolo repetidamente, tenemos la solucién, aunque es mds comodo hacerlo con
un programa que no en papel.

|
6.3.2 Error de truncamiento
m
Yy (ti + h) - Z ary (ti—i—l—r)
Tijy = — = b f (tivrry (tipas)) (6.9)
r=0
Y (tit1-r)
Haciendo el desarrollo en serie:
m m
1—Zar 1—{—Z(r—1)ar .
_ r=1 ) r=1 _ /(4.
Ti—i—l - Ty (tz) +1h I ; br Yy (tz) +0 (h)
Si h — 0, la consistencia viene dada por
= ¢y = 0= y = ¢, por lo que la solucién nos lleva al siguiente error de truncamiento
m
c <1 — Z ar>
Tiy1 = —;;:1
entonces, para que ]111'1110 T;+1 = 0 debe ser
m
1-> a, =0 (6.10)
r=1

es la condicién necesaria para la consistencia
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= paray = 1= y =t (con la condicion inicial adecuada para que asf sea), el error de truncamiento es

m
liv1 — Z Artip1—r
r=1

E+1 = 7h - Zbr

Escribiendo
lit1—r = titl—r+m—m = tit+1—-m + (m - T) h

nos queda
m
tivi—m +mh — Z ar (tix1—m + (m —r)h)
Tiv1 = =1 N - Z by

Suponiendo que se cumple la condicién anterior, resulta

m

m—i(m—r)ar:Zbr (6.11)

r=1 r=0

Si definimos unos polinomios caracteristicos del método, a partir de las condiciones anteriores:

pA) =" —a A - —ay,
es el polinomio primero, y

o (A) =boA™ + 0N 4 by,

el segundo.

Entonces, las condiciones de consistencia son:

(6.12)

Que se corresponden con las anteriores. Veamos que es asi para la segunda:

m
c()=1+> (r—1)a, =1+az+2az+...+(m—1)an

r=1

Suméndole y restandole (m — 1) p (1):

c(l) = m—(m—-1)a—(m—2)ag—...—ap—1—(m—1)p(1)
(1)
= S )= (m—1)p(1)
g
= /(1)
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6.3.3 Algunos métodos multipaso
Métodos de Adams-Bashforth

Tienen el mismo orden que nimero de pasos, y son explicitos.

Yir1 = yi+ 23— fic1)
Yir1 = Yit+ 5 (23f; —16fi-1 +5fi2)
Yir1 = Yi+ oy (55f; —59fi1 +37fi_a — 9fi_3)

Yiel = Yi+ a5 (1901f; — 2774f;_1 + 2616 fi—o — 1274fi_3 + 251 fi_4)

Meétodos de Adams-Moulton

Tienen de orden una unidad mayor que el niimero de pasos, y son implicitos.

Yirr = Yi+2(fir1+ f)
Yir1 = i+ 15 (5fiy1 +8fi— fio1)
Yirr = Yi+ e (9fip1 +19fi — 5fim1 + fiz2)

Yirl = Yi+ o (251fiy1 + 646 — 264f,_1 + 106f;_2 — 19f;_3)

Métodos multipaso de Njstrom

Yit1 = Yi—1+2hf;
Yirl = Vi1 +2(7f; — 2fic1 + fi2)
Yirl = Vi1 + 2 (8fi —5fic1 +4fim2 — fizs)
Veamos para el tltimo (4 pasos):
pA) =X =2

o(A) = (8N} —5A7 +4x — 1)

W =

p(1) =0, p' (A) =42% —2A

P =2=0(1)

Por tanto, es consistente.
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Métodos multipaso de Milne (Milne como predictor y Simpson como corrector)

Yir1 = Yi—z+ 2(8fi—4fii1 +8fi2)

Yir1 = Yie1 + 2 (fir1 +4fi + fio1)
Métodos multipaso de Hermite

Yir1r = —4yi +5yi1+2h (2fi + fio1)

Yir1 = 2yi—Yi1+ & (fir1 — fio1)

Predictor-corrector de Hamming

Son de orden 4.

Yo = vies+ 5 (8fi—4fic1+8fi2)

112

Yith = yfﬂ — 121 (W —¥5)

Yo = Pyi—tyio+ L (fm +2fi— fis1)
9

Yivl = Yip t1o1 (yfﬂ - yic-i-l)

6.3.4 Algoritmos en Matlab para métodos multipaso

Igual que vimos en el apartado de métodos unipaso, vamos a incluir aqui los algoritmos en Matlab para los
métodos multipaso vistos en el tema.

Algoritmo 6.10: Método multipaso de Adams-Bashforth de orden 2
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Adams-Bashforth de segundo orden
% Uso: [ts,ys]=adbash2(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’'Heun'’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=adbash2(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
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if nargin<é6
metodo='Runge-Kuttad’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, "Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4 (f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]l=edpmedio(f,inicio, inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tinic,yinic]l=eulermod(f,inicio, inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]l=heun(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]=kutta3 (f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, 'Nystrom’)
[tinic,yinic]=nystrom(f,inicio, inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]=kuttad4 (f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]=rk56a(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]=rk56b(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=yinic(:,2);
% Calculo de los restantes valores
for i=2:n
ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(3*feval (f,ts(i),ys(:,1))-
feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1)))/2;
end;
end;

Algoritmo 6.11: Método multipaso de Adams-Bashforth de orden 3
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Adams-Bashforth de tercer orden
% Uso: [ts,ys]=adbash3(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’'Heun'’, 'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kutta4d’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
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function [ts,ys]=adbash3(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<é6
metodo='Runge-Kuttad’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4(f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]=edpmedio(f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler—-modificado’)
[tinic,yinic]l=eulermod(f,inicio, inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]l=heun(f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]l=kutta3 (f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Nystrom’)
[tinic,yinic]l=nystrom(f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]l=kuttad (f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]=rk56a(f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]l=rk56b(f,inicio,inicio+2*h,alfa,h);
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=yinic(:,2);
ys(:,3)=yinic(:,3);
% Calculo de los restantes valores
for i=3:n
ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(23*feval (f,ts(i),ys(:,1))-
lo*feval (f,ts(i-1),ys(:,1-1))+
5*feval (f,ts(1i-2),ys(:,1i-2)))/12;
end;
end;

¢

Algoritmo 6.12: Método multipaso de Adams-Bashforth de orden 4
Implementacion de metodos multipaso para

o°

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

o°

o°

Metodo de Adams—-Bashforth de cuarto orden

o°
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% Uso: [ts,ys]=adbash4(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad'’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4'’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=adbash4(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<é6
metodo='Runge-Kuttad’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, "Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4 (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]l=edpmedio(f,inicio, inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tinic,yinic]l=eulermod(f,inicio, inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]=heun(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]=kutta3 (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, 'Nystrom’)
[tinic,yinic]l=nystrom(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]=kuttad (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]=rk56a(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]l=rk56b(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);

else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;

end;

ys(:,2)=yinic(:,2);
ys(:,3)=yinic(:,3);
ys(:,4)=yinic(:,4);
% Calculo de los restantes valores
for i=4:n
ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(55*feval (f,ts(i),ys(:,1))-

59*feval (f,ts(i-1),ys(:,1-1))+
37*feval (f,ts(i-2),ys(:,1-2))—-
9*feval (f,ts(i-3),ys(:,1-3)))/24;
end;
end;

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 189 http://www.telecos-malaga.com



6.3. Métodos multipaso 6. Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias

Algoritmo 6.13: Método multipaso de Adams-Bashforth de orden 5
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

% Metodo de Adams-Bashforth de quinto orden

%

% Uso: [ts,ys]=adbashb5(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% ’'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4’, ’Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=adbash5(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<o6
metodo='Runge-Kutta4’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(l)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]=edpmedio(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tinic,yinic]=eulermod(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]l=heun(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]=kutta3 (f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Nystrom’)
[tinic,yinic]l=nystrom(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]l=kuttad (f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]l=rk56a(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]l=rk56b(f,inicio,inicio+4*h,alfa,h);

else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;

end

ys(2)=yinic(2);
ys(3)=yinic(3);
ys(4)=yinic(4);
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ys(5)=yinic(5);

% Calculo de los restantes valores

for i=5:n

ys(i+l)=ys(i)+h*(l901*feval(f,

2774*feval (f,ts(i-1),vy
2616*feval (f,ts(i-2)
1274*feval (£f,ts (1-3)
251*feval (f,ts(i-4),ys

end;

end;

¢

Algoritmo 6.14: Método multipaso de Adams-Moulton de orden 2
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

% Metodo de Adams-Moulton de segundo orden

<)
°

% Uso: [ts,ys]=admoul2 (funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales que ademas se usan como valores
% predecidos. Por defecto es 'Runge-Kuttad’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=admoul2(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<é6
metodo='Runge-Kuttad’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, "Runge—-Kuttad’)
[tpred, ypred]l=rkc4 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tpred, ypred]=edpmedio (f, inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tpred, ypred]=eulermod(f, inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tpred, ypred]l=heun (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kutta3’)
[tpred, ypred]=kutta3 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, 'Nystrom’)
[tpred, ypred]=nystrom(f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kuttad’)
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[tpred, ypred]=kuttad (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")

[tpred, ypred]=rk56a(f,inicio, fin,alfa, h);
elseif strcmp(metodo, "RK56B')

[tpred, ypred]=rk56b(f,inicio, fin,alfa, h);
else

disp(’Metodo incorrecto’);

return;
end;
ys(:,2)=ypred(:,2);
% Calculo de los restantes valores
for i=1:n

ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(feval (f,tpred(i+l),ypred(:,i+1))+

feval (f,ts(1),ys(:,1)))/2;

end;
end;

¢

Algoritmo 6.15: Método multipaso de Adams-Moulton de orden 3
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Adams-Moulton de tercer orden
% Uso: [ts,ys]=admoul3(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales que ademas se usan como valores
% predecidos. Por defecto es ’'Runge-Kutta4d’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4'’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=admoul3(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<o6
metodo='Runge-Kutta4’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge—-Kuttad’)
[tpred, ypred]l=rkcd4 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tpred, ypred]=edpmedio (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tpred, ypred]=eulermod(f, inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
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[tpred, ypred]=heun (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kutta3’)

[tpred, ypred]l=kutta3 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, 'Nystrom’)

[tpred, ypred]=nystrom(f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kuttad’)

[tpred, ypred]=kuttad (f,inicio,fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")

[tpred, ypred]l=rk56a(f,inicio, fin,alfa, h);
elseif strcmp (metodo, "RK56B')

[tpred, ypred]l=rk56b(f,inicio, fin,alfa, h);
else

disp(’Metodo incorrecto’);

return;
end;
ys(:,2)=ypred(:,2);
ys(:,3)=ypred(:,3);
% Calculo de los restantes valores
for i=2:n

ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(5*feval (f, tpred(i+l),ypred(:,i+1))+

8*feval (f,ts(i),ys(:,1))-
feval (f,ts(i-1),ys(:,1-1)))/12;

end;
end;

¢

Algoritmo 6.16: Método multipaso de Adams-Moulton de orden 4

% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Adams-Moulton de cuarto orden
% Uso: [ts,ys]=admould (funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales que ademas se usan como valores
% predecidos. Por defecto es ’'Runge-Kuttad’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4'’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’'Heun'’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kutta4d’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=admoul4d (f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5

disp(’Faltan argumentos de entrada’);

return;
else

if nargin<o

metodo='Runge-Kutta4’;

end;

ts=inicio:h:fin;

ys(:,1)=alfa;

n=(fin-inicio) /h;
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[o)

% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge-Kuttad’)
[tpred, ypred]=rkc4 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tpred, ypred]=edpmedio (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tpred, ypred]=eulermod (f, inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tpred, ypred]l=heun (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kutta3’)
[tpred, ypred]=kutta3 (f,inicio,fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Nystrom’)
[tpred, ypred]l=nystrom(f,inicio,fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kuttad’)
[tpred, ypred]=kuttad (f,inicio,fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "RK56A")
[tpred, ypred]=rk56a(f,inicio, fin,alfa, h);
elseif strcmp(metodo, "RK56B')
[tpred, ypred]=rk56b(f,inicio, fin,alfa, h);
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=ypred(:,2);
ys(:,3)=ypred(:,3);
ys(:,4)=ypred(:,4);
% Calculo de los restantes valores
for i=3:n
ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(9*feval (f, tpred(i+l),ypred(:,i+1))+
19*feval (f,ts(i),ys(:,1))-
S5*feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1))+
feval (f,ts(1-2),ys(:,1-2)))/24;
end;
end;

¢

Algoritmo 6.17: Método multipaso de Adams-Moulton de orden 5
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Adams-Moulton de quinto orden
% Uso: [ts,ys]=admoulb5(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales que ademas se usan como valores
% predecidos. Por defecto es ’'Runge-Kutta4d’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4'’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=admoul5(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
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if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<é6
metodo='Runge-Kutta4’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge—-Kuttad’)
[tpred, ypred]l=rkc4 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tpred, ypred]=edpmedio (f, inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tpred, ypred]=eulermod(f, inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tpred, ypred]=heun(f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kutta3’)
[tpred, ypred]=kutta3 (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, 'Nystrom’)
[tpred, ypred]=nystrom(f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kuttad’)
[tpred, ypred]=kuttad (f,inicio, fin,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tpred, ypred]=rk56a(f,inicio, fin,alfa, h);
elseif strcmp (metodo, "RK56B')
[tpred, ypred]l=rk56b(f,inicio, fin,alfa, h);

else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=ypred(:,2);
ys(:,3)=ypred(:,3);
ys(:,4)=ypred(:,4);

ys(:,5)=ypred(:,5);

% Calculo de los restantes valores

for i=4:n

ys(:,1+1l)=ys(:,1)+h*(251*feval (f,tpred(i+l),ypred(:,i+1))+

646*feval (f,ts(i),ys(:,1))—-
264*feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1))+
l106*feval(f,ts(i-2),ys(:,1-2))—-
19*feval (f,ts(i-3),ys(:,1-3)))/720;

end;

end;

Algoritmo 6.18: Método multipaso de Milne

o)

% Implementacion de metodos multipaso para
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% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

% Metodo de Milne de 4 pasos con prediccion-correccion

[}
°

% Uso: [ts,ys]=milne(funcion,inicio, fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad'’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4'’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=milne(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<é6
metodo='Runge-Kuttad’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4 (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]=edpmedio(f,inicio, inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler—-modificado’)
[tinic,yinic]l=eulermod(f,inicio, inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]l=heun(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]=kutta3 (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, 'Nystrom’)
[tinic,yinic]=nystrom(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]=kuttad (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]=rk56a(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]l=rk56b(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=yinic(:,2);
ys(:,3)=yinic(:,3);
ys(:,4)=yinic(:,4);
% Calculo de los restantes valores
for i=4:n
% Prediccion
yp(:,1i+1l)=ys(:,1-3)+h*(8*feval (f,ts(i),ys(:,1))—-
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4*feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1))+
8*feval (f,ts(i-2),ys(:,1-2)))/3;

% Correccion

ys(:,1+1l)=ys(:,i-1)+h* (feval(f,ts(i+1l),yp(:,1i+1))+
4*feval (f,ts(i),ys(:,1))+
feval(f,ts(i-1),ys(:,i-1)))/3;

end;
end;

Algoritmo 6.19: Método multipaso de Hermite
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Hermite de 2 pasos con prediccion-correccion
% Uso: [ts,ys]=edohermi (funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% 'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad'’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4'’, ’'Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’"Heun’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kuttad’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=edohermi(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<b
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<o6
metodo='Runge-Kutta4’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, "Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]=edpmedio(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tinic,yinic]=eulermod(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]=heun(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]l=kutta3 (f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, 'Nystrom’)
[tinic,yinic]l=nystrom(f,inicio, inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]l=kuttad4 (f,inicio,inicio+h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]l=rk56a(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
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elseif strcmp(metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]l=rk56b(f,inicio,inicio+h,alfa,h);
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=yinic(:,2);
% Calculo de los restantes valores
for i=2:n
% Prediccion
yp(:,i+1)=-4*ys(:,1)+5*ys(:,1-1)+
2*h* (2*feval (f,ts(i),ys(:,1))+
feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1)));
% Correccion
ys(:,1+1)=2*ys(:,1)-ys(:,1i-1)+h*(feval (f,ts(i+1l),yp(:,1+1))-
feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1)))/2;
end;
end;

Algoritmo 6.20: Método multipaso de Hamming
% Implementacion de metodos multipaso para
% Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% Metodo de Hamming de cuarto orden con prediccion-correccion
% Uso: [ts,ys]=hamming(funcion,inicio,fin,alfa,paso,metodo)
% ’'metodo’ indica el metodo unipaso a emplear para el calculo
% de los valores iniciales. Por defecto es ’'Runge-Kuttad’.
% Opciones: ’'Runge-Kutta4’, ’Pmedio’, ’'Euler-modificado’,
% ’'Heun'’, ’'Kutta3’, ’'Nystrom’, ’'Kutta4d’, ’'RK56A’ y ’'RK56B’
function [ts,ys]=hamming(f,inicio,fin,alfa,h,metodo)
if nargin<5
disp(’Faltan argumentos de entrada’);
return;
else
if nargin<é6
metodo='Runge-Kuttad’;
end;
ts=inicio:h:fin;
ys(:,1)=alfa;
n=(fin-inicio) /h;
% Calculo de los valores iniciales
if strcmp(metodo, 'Runge—-Kuttad’)
[tinic,yinic]l=rkc4(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Pmedio’)
[tinic,yinic]=edpmedio(f,inicio, inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Euler-modificado’)
[tinic,yinic]l=eulermod(f,inicio, inicio+3*h,alfa,h);
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elseif strcmp (metodo, "Heun’)
[tinic,yinic]l=heun(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Kutta3’)
[tinic,yinic]l=kuttal3 (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "Nystrom’)
[tinic,yinic]l=nystrom(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp (metodo, "Kuttad’)
[tinic,yinic]=kuttad (f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56A")
[tinic,yinic]=rk56a(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
elseif strcmp(metodo, "RK56B')
[tinic,yinic]l=rk56b(f,inicio,inicio+3*h,alfa,h);
else
disp(’Metodo incorrecto’);
return;
end;
ys(:,2)=yinic(:,2);
ys(:,3)=yinic(:,3);
ys(:,4)=yinic(:,4);
yCc=ys;
% Calculo de los restantes valores
for i=4:n
% Prediccion

yp(:,1i+1l)=ys(:,1-3)+h*(8*feval(f,ts(i),ys(:,1))-
4*feval (f,ts(i-1),ys(:,1i-1))+
8*feval (f,ts(i-2),ys(:,1-2)))/3;

ym(:,i+1)=yp(:,i+1)-112*(yp(:,i)-yc(:,1))/121;

% Correccion

yc(:,1+1)=9/8*ys(:,1)-1/8*ys(:,1i-2)+
3*h* (feval (f,ts(i+1l),ym(:,i+1))+
2*xfeval (f,ts(i),ys(:,1i))-
feval(f,ts(i-1),ys(:,i-1)))/8;

% Solucion

ys(:,i+1)=yc(:,1i+1)+9/121*(yp(:,i+1)-yc(:,1+1));

end;
end;

6.4 Convergencia y estabilidad de los métodos

6.4.1 Métodos unipaso

Se tiene un método unipaso tal que = 0si f =0

Yir1 = Yi + ho (z4,9:, h)

El error de truncamiento es
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., ., y(ti+h) —y(t:) ’ ; .
O hl 0 i+1 hl 0 ( h (tm y (tl) ) h) y (tl) h1~>0 (tlv Z/ (tl) 9 h) ?

Un método unipaso es consistente si y solo si:

La consistencia de orden p > 1 se consigue con una eleccién adecuada de ¢.

La convergencia de un método unipaso viene determinada por el error de discretizacion global, definido

ei =y —y(t)

Y el método se dice convergente si
lim |e;| =0 i=0:N
h—0

siendo N = I’_Ta

La consistencia no es suficiente para asegurar la convergencia, aunque si es necesaria. Veamos que ademads,
necesitamos la estabilidad del método.

Si simplificamos el problema a y' = 0,y (a) = yo, el método unipaso nos queda:

Yit1 —¥i =0

el cual es estable ya que su solucién general es

yi = c11' =y

Se dice, por tanto, que un método unipaso es (cero)estable. Todos los métodos unipaso vistos son estables.
Ademas, si cometemos un error al evaluar ¥, el error no se incrementa al propagarse, en todo caso, se mantiene.
Se obtiene el siguiente teorema como resultado:

Teorema 6.1. Dado un método unipaso y;11 = y; + he (t;,y;, h) para resolver un PVI1y si existen hg > 0, L >
0 tales que

siendo

a<t<bd —00 < U, v < 00 0<h<hg

entonces el método es convergente si y s6lo si es consistente y estable.

Ademds, si existe una funcién 7 tal que |T; (h)| < 7 (h) para todo i con 0 < h < hy, entonces

7 (h) elti=a)

lyi —y (ti)] < 7
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La aplicacién de los métodos vistos a ciertos problemas pueden dar resultados malos. Los problemas de este
tipo se llaman rigidos (stiff en inglés), y un ejemplo es

Yy =pny

y(0) =yo

siendo Re (1) < 0.

Para este tipo de problemas existen una solucién transitoria (varfa mucho con ¢ y decae a cero) y una estacionaria
(varia poco con t), y puede ocurrir que si h no es suficientemente pequeflo, el transitorio no decaiga a cero y se
vaya a infinito.

Veamos la solucion al sistema:

d
—y:,udtélny:ut
Y

y=yoe

La cual tiende a cero cuando ¢t tiende a co.

Si usamos el método de Euler para resolver el problema:

Vi1 = Yi + hf (T5,45) = Yir1 = yi + hpy; = (1 + hp) y;

yi = (14 hw)' yo

Dicha solucién debe tender a cero cuando ¢ — co. Esto sélo ocurre si |1 + hp| < 1.

Q(hp)=1+hp  |Q(hu)| <1
Definicion:

La region de estabilidad absoluta de un método unipaso es el conjunto

R={hpeC/|Q(hu)| <1}
Definicion:
Se dice que un método unipaso es A-estable si

{zeC/Re(z) <0} CR
Es decir, que su region de estabilidad absoluta comprende todo el semiplano izquierdo.

Ejemplo 6.3:
Dado el problema siguiente
y'=-30y y(0)=2

y longitud de paso h = 0.1, verificar si el método de Euler es absolutamente estable para este
problema

Yiv1 = Yi + hf (ti,ys)
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Sustituyendo f (t;,y;) = —30y;,
Yir1 = Yi + h(—=30y;) = y; (1 — 30h)

Q (1, h) = 1~ 30h

Hay que verificar si
Q (p,h)] <1

que en este caso, dado que @) (—30,0.1) = —2, por lo que no es absolutamente estable.

Si usamos el método de Euler regresivo

Yir1 = Yi + hf (tig1, Yit1)

tenemos
1
Yit1 = Yi + h (=30yi+1) = yit1 (1 +30h) = y; = yit1 = 11 30nY
En este caso
1 |1 <1
14+30n| |4

por lo que es absolutamente estable. De hecho, este método es A-estable, ya que para todo h y
< 0 es absolutamente estable.

6.4.2 Métodos multipaso

Dado un método multipaso

m
Yirl = i+t i 1om + 0 Y befiri,
r=0

Hemos visto que es consistente si'y sélo si

Se puede conseguir una consistencia de mayor orden con condiciones adicionales. Por ejemplo, a partir del
error de truncamiento

m

Yy (tit1) —aiy (&) — oo —amy (tiv1-m
Tiy1 = (tiv1) (t:) . (s )—;]brf(tiﬂr,y(tiﬂr))

Desarrollando en series de Taylor la expresién, se llega al siguiente resultado (y’ = t*):

Ti41 (h) = CRPY®H (c)

Si el método es de orden p.
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k+1 k+1 k+1 m
big —aity — . —amlihy gy btk —0 Vi
A - E rlitl—r = t

r=0

Usando que tj+1—r = tit1—mim—r = titi—m + (M —7r)hysitiyi—m =0

m

mkH—Zar (m—r)kﬂ:(k—&—l)Zbr(m—r)k k=1:p (6.13)
r=1 r=0

Es la condicién de método de orden p.

En cuanto a la estabilidad, podemos hacer lo mismo que antes, que el problema sea y’ = 0,y (a) = o, con lo
que nos queda

Yitl — QY — -+« — GmYit1-m = 0

La solucion es de la forma y; = Z i\, siendo )\, una raiz de p (\) = 0.

Si hay un pequefio error en las condiciones iniciales, las constantes pueden sufrir pequefios cambios, pero el
mayor problema viene del exponente i que tienen los \y, ya que si ¢ es suficientemente grande, puede dispararse
a menos que |\;| < 1. Ademds, si uno de los \; es una raiz miltiple, aparece el término i/ )\}'C siendo j un
nimero menor que la multiplicidad, i/ supone un considerable incremento del error. Por tanto, se tienen los
siguientes requisitos para que el método sea estable (condicién de raiz):

‘)\k’ <1
Si |Ag| = 1, laraiz es simple

Se dice ademas que un método es estable fuerte si la tnica raiz caracteristica de médulo unidad es A; = 1.

Ejemplo 6.4:

Determinar «, by y by para que el método multipaso

Yir1 = 9ay; + (1 — 8a) yi—1 — ayi—2 + h (b1 fi + bafi—1)

sea consistente, estable y del orden mds alto posible.
Solucion:

Veamos primero las condiciones de consistencia, para ello, escribimos los polinomios caracteristi-
COS:

p(A) =23 —9a\% — (1 —8a)\ +«a
0'()\) :bl)\2+b2)\

La condicién p (1) = 0 se cumple para todo « y la otra:
P (1) =2— 10«

0(1):b1+b2

por tanto, se cumple si
2 —10a = by + by
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Para la estabilidad, veamos las raices de p (A) = 0:

A= 1

9 — 14 1/(9a — 1) + 4«
2

Ay =

9a —1—1/(9a — 1) + 4«
2

A3 =
Es facil comprobar que las tres raices son reales para todo valor de «. Para obtener el intervalo de
a en el que el método es estable, tenemos que obtener a lo sumo una raiz que sea —1 y ninguna

que sea 1 de Ao y A3 yaque A\; = 1y para que sea estable, esa raiz tiene que tener multiplicidad la
unidad. En ese caso:

AMa=-1 = 9a—1—1/(9a—-1)*+4a=—-2
9o +1=1/(9a — 1)? + 4«
81a” 4+ 18+ 1 = 81a® — 18a + 1 + 4«
a=20

=1 = a=0.2

Por tanto, es estable si y sélo si
0<a<0.2

Veamos ahora cudl es el orden del método.

m=3k=1

32 —-9a2> — (1 -8a)1*> = 2(2'b; +1'b,)
4 —14a0 = 2by + by

Esto nos asegura que el orden no es inferior a 2 si

b2:—6a
b =2 — 4«
0<a<0.2

Si queremos que sea de orden 3, debe satisfacer

32— 902 — (1-8a)1® = 3(2%b1 + 1%b,)
26 — 640 = 3 (4b1 + b2)
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Nos lleva a

26 — 64 = 3 (8 — 16cx — 6cv)

Por tanto

a=-—1

Que estd fuera del intervalo de estabilidad para «, por lo que no puede ser de orden 3.
|

Veamos a continuacion la estabilidad absoluta para métodos multipaso. Tenemos el mismo tipo de problema

rigido que en el caso de métodos unipaso
/

Yy =ny
y(0) =wo

con Re () < 0.

m

Yitl = 01Yi — Q2Yi 1 — - — GmYiyr-m = B bpfiri,
r=0
m
= h Z by pYiy1—r

r=0

Por tanto
(1 = bohp) yiy1 — (a1 + hub1) yi — ... = (am + by hpt) Yiy1—m =0
La solucion tiene la forma
yi= 3N (6.14)
La ecuacién caracteristica queda
Q (N, hp) = (1 = bohpt) \™ — (ag 4 bihu) N1 — ... — (@, + bnhp)

Para que (6.14)— 0 con i — oo, las raices de @ (A, hu) tienen que cumplir

Ak <1 vk
Definicion:
La region de estabilidad absoluta de un método multipaso lineal es el conjunto
R={hueC /| <1/Q(Ae,hps) = 0}
Definicion:
Se dice que un método multipaso es A-estable si

{zeC/Re(z) <0} CR

El tinico método multipaso A-estable es el método de los trapecios.
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6.5 Estimacion de error de truncamiento y cambio de paso

El error de truncamiento local de un método unipaso de orden p se puede estimar a partir de otro método de
orden ¢ siendo g > p.

Yy (tiv1) = yir1 + hTiq (h)

Y (tiv1) =~ Jip1 + b1 ()
Se tiene

Tis1 (R) =~ Ty (h) + %

AA 1_ . 1
Tp1 (h) ~ %

Esto en principio requiere un esfuerzo doble, ya que hay que resolver el problema dos veces, aunque se obtiene
la ventaja de que se puede estimar el error.

Ademis, se pueden usar métodos incrustados (embedded), de forma que los dos métodos usados utilicen
valores comunes de f. Ejemplos de estos métodos son los de Kunge-Kutta-Fehlberg y Runge-Kutta-Merson.

Si tenemos T;11 (h) = KhP y queremos cambiar el paso de h a ch, entonces para que se cumpla la cota de
error

Uit1 — Yit1
h

/ ch
c < P —
‘yi—i—l - yi+1‘

eh
C S “l~ 7
2Pi41 — Yit1]

ademds de usar medidas que eviten grandes modificaciones del tamaifio del paso. El usar este tipo de medidas
mads conservadoras es porque antes hemos hecho aproximaciones.

|KcPhP| = P <e

la eleccién de c debe ser tal que

Una eleccion mas conservadora de ¢ es

El error de truncamiento local para un método predictor-corrector que utilice métodos multipaso del mismo
orden p se puede estimar segtn los valores predicho y corregido. Teniendo

y(tis1) ~ yhy+KihPHy@ ()

y(tiv1) =~ yoq + KehP Tyt (cy)

Si h es suficientemente pequeiio, Pt (¢;) ~ 3P+ (¢y), y si restamos las dos expresiones

(p+1) (p+1) Yl = Ui
p+ ~ (D ~ v (

Y se queda la estimacién del error de truncamiento
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Ko

P
Y (tiv1) — Yit1 ~ KK, (Yit1 — Yig1) (6.15)

De esta forma, puede plantearse un cambio de h segun el error relativo (6.16) supere la tolerancia, en cuyo caso
se reduce a la mitad el tamafio de paso, o si es mucho menor que dicha tolerancia, con lo que se duplicaria el
tamafio de paso, reduciéndose el nimero de evaluaciones de la funcién para resolver el problema con cierta
precision.

ly (tit1) — Yit1]
|Yit1]

<e (6.16)

De una forma practica, la estimacién de error puede usarse para modificar el valor predicho, en algunas ocasio-
nes también el corregido (ejemplo: método de Hamming).

6.5.1 Algunos métodos con estimacion de error

6.5.1.1 Runge-Kutta-Fehlberg (orden 4)

yisr = Yi+h(Feh + sgsks + Horks — 5ks)

ke = fi

ke = f(zi 4vyi+%k1)

ks = f(zi+ 3hyi + 35 (ki + 3ks))

ke = f(2i+ 12h,yi + 5o (1932 — 7200ky + 7296k3))

Bs = (ot byt h (83h - Sy + S0k, — 351))

Ko = (w5 h (= grks 4 2k — S5ighs + 5Tk — 1oks))

& Error local de truncamiento

Jiv1 —yi1 1 128 2197 1 9
iy~ DL Y~ g 2 g ky+ —ks + —Fk
il h 360" T 12757 T 752407 T 50" T 557
AL 6656 , . 28561 9, 4 2
i1 = i 13571 T 1282572 T 56430t 500 " 55 °
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6.5.1.2 Runge-Kutta-Merson (orden 4)

yir1 = Ui+ % (k1 + 4k + ks)

kh = fi

ke = flzi+%y+Ltk)

ks = f(zi+ 2 yi+2(+k)

ke = f(zi+%y+ 5k + 3ks))

ks = f<xi+h7yi+h<%—%+2k4))

& Error local de truncamiento

T~ Jit1 — Yivr _ 2k1 — Oks + 8Ky — ks
i+1 — n 30

6.5.1.3 Métodos implicitos de Runge-Kutta

= Gauss (RKo1):

Yirr = Yi+hk
ko= f(wit 5+ 5k)
® Radau (RK39):
Yir1 = i+ (ki + 3ke)
ki = [
ke = f(zi+ 2,y +2 (ki +k))

= Lobatto (RK43):

Yis1 = Yi+ % (k1 +4ky + ks)

ki = fi
ke = flzi+byi+20+k)
ks = f(zi+ h,yi + hko)
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6.6 Problema diferencial de valores de contorno

Vamos ahora a tratar de resolver numéricamente el siguiente problema de contorno:
y' =1 (ty.y)
y(a)=a, y(b)=4

(la condicién de contorno podria ser cualquier otra, pero usamos esta)

Para este tipo de problemas en principio, al tener valores al principio y al final, no se puede propagar la solucién
desde un extremo al otro del intervalo, sino que hay que resolverlo todo de golpe.

Los métodos que vamos a ver aqui nos servirdn también para ver la forma de poder abordar la resolucién
numérica de ecuaciones en derivadas parciales.

6.6.1 Método del disparo

Se basa en el mismo principio que el tiro al blanco: Apunto, disparo, corrijo.

De una manera mas formal, se puede decir que el método sigue el planteamiento:

& Resuelve en funcién de z el problema de valor inicial

y'=f(tyy) y@=a Y@=z a<t<b

calculando la solucién y (t, z). Como se ve, z es la pendiente en el punto a (pendiente de disparo).
© Determinar el z* que hace y (b, 2*) = (.

= La solucién del problema de contorno es y (¢, z*).

Por tanto, lo que entra en juego al resolver un problema de valor de contorno es resolver varios problemas de
valor inicial.

En la préctica, nos dan un valor de z, z;, y con ese valor resolvemos el problema de valor inicial, y mientras el
valor de pendiente que usemos no resulte en y (b, z) = (3, tenemos que modificar el z; con algin criterio de
forma que tienda a z*.

Un método que puede usarse es el método de la secante, que sirve para resolver ecuaciones no lineales

(2 — zj-1) ¢ (%)

ST TG () — 6 (2)

siendo ¢ (z) = y (b, z) — (. El método requiere de dos valores iniciales zg y 21, y para el caso que nos ocupa,
puede aplicarse de la siguiente forma

(zj — zj-1) (yNyzj — )
yN,Zj - yN,Zj_l

Zj+1 = Zj —

La forma de usarlo es realizar 2 disparos para obtener ¢ (z;—1) y ¢ (2;), y si ninguno es tal que ¢ (z) = 0, se
aplica el método de la secante, volviéndose a disparar.

En la préctica puede que no haya solucidn, e incluso que el resultado obtenido con la herramienta correspon-
diente se desmadre (en Matlab: NaN). Sin embargo, el método converge localmente, para valores de z cercanos
a la solucién.
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Hemos visto que se dispara hacia adelante (avanzando del valor inicial hacia el final), pero también se puede
disparar hacia atrds, disparando desde el valor final hacia el inicial. De hecho, algunos problemas se resuelven
mejor disparando hacia atras.

Si lo que tenemos es un problema lineal de la forma
y'=ftyy)=p®)y +a®)y+rt) yla)=ay®) =4

se puede demostrar que tiene una solucién, que se puede calcular con s6lo dos disparos con 21 y 25 cualesquiera
(en principio, para algunos casos puede ser necesario elegirlos por algtn criterio para evitar salidas de rango en
la representacion de los niimeros) aplicando la siguiente férmula:

y(t) =y (t) + (1 = A) ya (2) (6.17)

siendo
N B —1y2(b)

00 -0 @19

Veamos que sélo hacen falta 2 disparos:

© En primer lugar, aplicando el método a y (a) se tiene
yla)= pr(a)+(1=Ny(a)=a(A+1-XN) =«
= Y luego, para y (b)

y(®) = M (0)+(1-XNy2(b)

By (b By (b)

= L —y2<b>y1<b)+<1 y1<b>—y2<b>>y2<b)
o) —w)

= 00— "

Por tanto, para resolver un problema de valores de contorno lineal s6lo hay que resolver dos problemas de valor
inicial.

6.6.2 Método de diferencias finitas

Estos métodos sustituyen las derivadas del problema diferencial por aproximaciones de las mismas en base a
férmulas de derivacién numérica en los puntos de una malla. De esta forma, para obtener los valores y; ~ y (¢;)
se resuelven las ecuaciones en diferencia. Con ello, se obtienen sistemas de ecuaciones, lineales en el caso de
que el problema sea lineal, y no lineales cuando el problema sea no lineal.

6.6.2.1 Problema de contorno lineal

Se tiene el problema

http://www.telecos-malaga.com 210 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



6. Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias 6.6. Problema diferencial de valores de contorno

cona <t <b,a # b. También se pueden tener las condiciones de contorno mas generales:
ay(a) + ey (a) =a |al+]e|#0
diy (b) + day’ (b) = B |da| +[d2| # 0
Si aplicamos la férmula centrada de tres puntos de derivacién numérica, nos queda
y(a) =«
VL=tV — gy (1) SIS g (t) gy + 1 (L) i=1:N-1
y(b) =p

siendo t; = a +th, Nh =b — a.

En el caso que nos ocupa, el sistema de ecuaciones que nos resulta es lineal y se puede escribir

al bl . 0 0 d1 — Cox
C1 a9 0 0 1 d2
. Y2 o .
0 0 an—2 by_2 UN1 dn_2
0 0 CN—2 aN-—1 - dn—1 —bn-18

donde

ci=—1—Lp(ti)
dl' = —h21” (tl)

A efectos de trabajo con un ordenador, con el fin de ahorrar memoria, lo recomendable es guardar tnicamente
las diagonales, ya que la matriz de sistema es tridiagonal y el sistema puede ser muy grande. Serd ademdas mas
grande cuantos mds puntos se usen en las férmulas de derivacién numérica.

6.6.2.2 Problema de contorno no lineal

Ahora ocupamos el caso en que f no sea lineal. Aplicando de nuevo la férmula de derivacion centrada de tres

puntos,
y(a) =«
i+1—2YitYi— i1 —Yi— :
Yitl hy2 Y 1:f<ti7yi7y+12hy 1)7 1=1:N-1

y(b) =2

De esta forma, el sistema resultante es no lineal y se puede escribir
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2 —1 o
0 g1
12 1 |wl=]| o |-
0
1 9 3 gN-1

donde

g1 = f(t1,y1, 45%)

gi=f (tz’,yz‘, 731”21{%)

gn-1=f (tN—hyN—lv ﬁ%ﬁ*)

La solucién de este sistema puede obtenerse por algiin método iterativo para sistemas no lineales que se veran
en el siguiente tema, o bien con los métodos de Piccard y Gauss-Seidel o SOR adaptados a sistemas no lineales.

6.6.3 Métodos de elementos finitos o de proyeccion

En estos métodos se trata de aproximar la solucién de un problema de contorno con una combinacion lineal
finita de funciones conocidas, que se 1laman funciones bdsicas o de ensayo. Son relativamente simples: poli-
nomios, trigonométricas o “splines”. Se busca por tanto la mejor aproximacion a la solucién.

Conceptualmente, se intenta obtener la soluciéon aproximada como la proyeccién de la solucién (que se supone
incluida en un espacio de dimensién infinita de funciones) en el espacio finito determinado por las funciones
bésicas.

La diferencia entre los métodos estd en el criterio empleado para determinar los coeficientes c; en la férmula
que representa dicha proyeccién:

up () = Z cror (t) (6.19)
=1

supuesto que las funciones basicas (¢y) cumplen las condiciones de contorno.

Esta es la forma en que se resuelven hoy en dia la mayoria de problemas en derivadas parciales.

6.6.3.1 Método de colocacién

Resulta al imponer a u,, que satisfaga la ecuacién diferencial en los puntos ¢; € [a, b] de una malla.

En general, transformamos el problema en el siguiente sistema

ch¢% (tl) =f tiyzck¢k (E),ZC}&?% (tz) 1=1:n
k=1 k=1 k=1
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Por tanto, dado el problema lineal
y'=pM)y ) +a@yt)+r(t)  y@)=ay®d) =4
nos queda el sistema lineal (de incégnitas cy,)
n n n

D otk (t) =p(t) D erdh (t) +q(t) Y b (t)+r(t:)  i=1:n

k=1 k=1 k=1

Si no se satisfacen las condiciones de contorno, se afladen al sistema

n n

doadr(@)=a Y ad(b) =0

k=1 k=1

6.6.3.2 Método de Galerkin

Se conoce también como método de los momentos.

Para resolver el problema, se impone que la funcién residual
r(t) = uy () = f (t,un, uj,)
sea ortogonal, con respecto a un producto escalar, a todas las funciones bésicas:
(rydp) =0 k=1:n

Para el mismo problema lineal que en el apartado anterior, y usando como producto escalar
b
)= [ w® 7@
a

Tratamos de minimizar (r, ), que serd

C1,C2,...,C

b
(r,r) = min / w(t) (W' (t) - f (t,u,u'))2 dt
mJa
Para el residuo ortogonal a todas las funciones bésicas se obtiene el sistema de ecuaciones normales
(r,¢j) =0 Vj

Haciendo w (t) = 1 queda el sistema lineal siguiente

b n n n b
/ (Zcmw)—p<t>§jck¢;<t>—q<t>zcmk<t>> sd= [ra0a i=1in

k=1 k=1 k=1

6.6.3.3 Método de Rayleigh-Ritz

Resulta de aplicar el principio variacional a problemas con ciertas propiedades determinando los coeficientes
en base a un problema de optimizacién.

Aplicado al siguiente problema lineal

~(p®yY) +a®)y=rt) y0)=0y1)=0 0<t<1
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1
Imné (P (v () +a () (00 =2 (v (1)) dt

veV

Siendo V el conjunto de funciones de clase 2 en [0, 1] que se anulan en 0 y en 1, por lo que se determinan los
cy, tales que resuelven el sistema

2

1 n 2 n n
. min / p (1) (Z kP (ﬂ) +4q(t) <Z kP (ﬂ) —2r(t) ch¢k (t) | dt
12 Jo k=1 k=1 k=1

que resulta en un sistema lineal.

Ejemplo 6.5:

Encontrar la solucién al problema

y" =6t, y(0)=0,y(1) =1

que sea de la forma

us (t) = ¢ + ot + cst?

por el método de colocacion.

Solucion:

uf (1) = 2¢3

tenemos un problema: el resultado es una constante, pero realmente deberia depender de t. El
método no nos valdria para este problema ya que no satisface la ecuacién diferencial. Vamos a
hacerlo de todas formas, imponiendo que se cumpla en un punto intermedio:

23 =6-0.5

Cc3 = 1.5
Para imponer las condiciones de contorno hacemos
CcCl1 = 0
co+c3=1
Resolviendo

Cy = —0.5
wh (t) = —0.5t + 1.5¢2
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— TEMA 7

Resolucion de ecuaciones no lineales

7.1 Introduccion

En este tema se trata de determinar los valores T (valores concretos) tales que f (Z) = 0. A dichos valores
concretos se les denomina raices o ceros de la ecuacién f (z) = 0.

Esto es vélido también para n variables y n funciones:

fl (1'171'27"'71111) =0
f2 (1'171'27"'71111) =0
fn(l'l,xQ,---,l'n) =0
También notado como
f(@)=0
siendo O el vector cero y
J1 1
o f2 T2
f p— . f:
fn Tn

Para resolverlos se usan, en general, métodos iterativos. Para ello, se construye una sucesién de valores {z s}
que se pretende converja a una de las raices que se busca.

s—o00o=xs—T/f(T)=0

Distinguimos ademds dos conceptos:

© localizar raices: determinar los intervalos [a;, b;] donde existe al menos una raiz

& separar raices: lo mismo, pero asegurando que en el intervalo hay una y sélo una raiz. Por ejemplo,
asegurando que la primera derivada es de un solo signo en el intervalo, por lo que es mondtona
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Es conveniente separar dos partes de la funcién que se puedan dibujar facilmente por separado, y donde se
corten habrd una raiz.

Para resolver ecuaciones no lineales se usan métodos iterativos, que consisten en construir una sucesion {x,}
tal que
lim z; —» T

S§—00

Los métodos basicos son:

& Meétodos de intervalos encajados (“bracketing”), en los que se trabaja con un intervalo en el cual estd
contenida una raiz, determinando un subintervalo del anterior en el que siga estando la raiz, haciendo que
la longitud del intervalo tienda a cero. Siempre que la longitud del intervalo tienda a cero, convergen,
aunque sea de forma muy lenta.

& Métodos de punto fijo o aproximaciones sucesivas. Se tratan en la seccién 7.3.1.

7.2 Métodos backeting

Se construye una sucesion de intervalos de forma que cada uno esté contenido en el anterior y que haya al

menos una raiz en ellos:
[aO’bO] 2 [al’bl] 2 s 2 [ambn]

S [ai, bz] Vi

g

Converge si
lim! ([an, bn)) = by —an =0

siendo [ ([ay, b,]) 1a longitud del intervalo [a.,, by,].

7.2.1 Método de biparticion

Dada una funcién f continua en un intervalo cerrado [a, b] de forma que f (a) f (b) < 0, entonces en virtud del
Teorema de Bolzano, existe un punto % contenido en el intervalo abierto (a,b) tal que f (h) = 0. Se supone
por tanto que hay al menos una raiz de la funcién en el intervalo [a, b] y que se producen cambios de signo.

Por tanto, la iteracion consiste en, tras determinar el intervalo en el cual se encuentra la solucidn, [a, b], escoger

el punto medio ¢ = “T‘H’ y evaluar f en c:

= Si f (a) f (¢) < 0 entonces el nuevo intervalo en el que estd la raiz es [a, c|; es decir, hacemos b = c.

= En otro caso, el intervalo es [c, b] (a = ¢).

El método es convergente, pero lento.

A continuacién presentamos el codigo en Matlab para implementar este método.

Algoritmo 7.1: Método de biparticion para resolver ecuaciones no lineales

o\

Metodo de biparticion para resolucion de
% ecuaciones no lineales de una sola variable

% Uso: sol=bipart (funcion,extremoder, extremoizg, maxiter,tol)
function xs=bipart(f,a,b,iter,tol)
if nargin<5
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tol=0;
if nargin<4
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
end;

[o)

% Dividir sucesivamente el intervalo para buscar la solucion
fin=0;

iteracion=0;

fizg=feval (f, a);

fder=feval (£, b);

if fizg*fder<0

while (iteracion<iter) & (abs(b-a)>tol) & (fin==0)
c=(a+b)/2;
fcent=feval (f,c);
if (fizg~=0)& (fder~=0)
if fizg*fcent<O
b=c;

fder=fcent;
elseif (fcent*fder<0)
a=c;
fizg=fcent;
elseif (fder==0) | (fizg==0)
if fizg==
Xs=a;
else
xs=b;
end;
fin=1;
end;
end;
iteracion=iteracion+1l;
end;
if iteracion>=iter
disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
xs=[a b];
else
if (fcent==0) | (a==Db)
disp(’Se ha encontrado una solucion exacta’);
Xs=C;
else
disp(’Se ha encontrado un intervalo que cumple la
tolerancia’);
xs=[a b];
end;
end;
else
disp(’Error: no existe ninguna solucion en el intervalo’);
end;

¢
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7.2.2 Método de la “‘regula falsi” (regla falsa)

Parte del mismo supuesto que el método de biparticion, pero determinando la recta que une los puntos (b, f (b))
y (a, f (a)), siendo c el punto de corte de la recta con el eje X:

_ bf(a) —af (b)
~70)

La iteracion es la misma.

Puede ocurrir sin embargo que la longitud del intervalo no tienda a cero, asi que para evitarlo puede escogerse
en una iteracion, en lugar del valor de la funcién en el extremo correspondiente, por ejemplo la mitad de dicho
valor. Este seria el método de la regla falsa modificada. Se suele aplicar también cuando al hacer dos pasos
uno de los extremos del intervalo se queda estancado (es el mismo en cada iteracion), que puede ser sefial de
una convergencia muy lenta.

Vemos ahora el algoritmo implementado en Matlab.

Algoritmo 7.2: Método de la regula falsi para ecuaciones no lineales
% Metodo de la regula falsi para resolucion de
% ecuaciones no lineales de una sola variable

% Uso: sol=rfalsi(funcion,extizqg, extder,maxiter,tol,error)
% E1 error es el valor maximo de diferencia entre el valor de la
% funcion en el punto y 0.
function xs=rfalsi(f,a,b,iter,tol,error)
if nargin<é6
error=0;
elseif nargin<5
tol=0;
if nargin<4
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
end;
% Dividir sucesivamente el intervalo para buscar la solucion
fin=0;
iteracion=0;
fizg=feval (f, a);
fder=feval (£, Db);
if fizg*fder<0
while (iteracion<iter) & (abs(b-a)>tol) & (fin==0)
c=(b*fizg-a*fder)/(fizg-fder);
fcent=feval (f, c);
if (abs(fizqg)>error) & (abs(fder)>error)
if fizg*fcent<O
b=c;
fder=fcent;
elseif (fcent*fder<0)
a=c;
fizg=fcent;
end;
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else
if abs(fizqg)<=error
Xs=a;
else
xs=b;
end;
fin=1;
end;
iteracion=iteracion+1l;
end;
if iteracion>=iter
disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
xs=[a b];

else
if (abs(fcent)<error) | (a==b)
disp(’Se ha encontrado una solucion exacta’);
Xs=C;
else
disp(’Se ha encontrado un intervalo que cumple la
tolerancia’);
xs=[a b];
end;
end;
else
if fder==
xXs=b;
elseif fizg==
xs=a;
else
disp(’Error: no existe ninguna solucion en el intervalo’);
end;
end;

7.2.3 Método de Pegasus

Consiste en aplicar el método de la regula falsi modificada multiplicando la evaluacién de la funcién por a en
la iteracién k£ + 1 siendo

o= ——J@ (7.1)

f(zg) + f (zky1)

7.2.4 Método de Illinois

De nuevo se aplica el método de la regula falsi modificada con

a=05 (7.2)

Ahora se incluye el codigo en Matlab para implementar la regula falsi modificada, pudiendo escoger entre
Pegasus e Illinois.
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Algoritmo 7.3: Método de la regula falsi modificada para resolver ecuaciones no lineales
% Metodo de la regula falsi modificada para resolucion de
% ecuaciones no lineales de una sola variable
% Se selecciona método de Pegasus o Illinois
% Uso:
% sol=rfalsi(funcion,extizq, extder,maxiter,metodo,tol,error)
% Metodo puede ser ’'Pegasus’ o ’'Illinois’
% E1 error es el valor maximo de diferencia entre el valor de la
% funcion en el punto y 0.
function xs=rfalsimod(f,a, b, iter,metodo, tol, error)
if nargin<?
error=0;
elseif nargin<é
tol=0;
if nargin<b
metodo = ’'Pegasus’;
end;
if nargin<4
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
end;
% Dividir sucesivamente el intervalo para buscar la solucion
fin=0;
iteracion=0;
fizg=feval (f, a);
fder=feval (£, Db);
fant=fizqg;
if fizg*fder<0
while (iteracion<iter) & (abs(b-a)>tol) & (f£in==0)
c=(b*fizg-a*fder)/ (fizg-fder);
fcent=feval (f,c);

if strcmp(metodo, 'Pegasus’)==1,
alfa = fant/ (fant+fcent);
else
if strcmp(metodo,’Illinois’)==1,
alfa = 0.5;
else

error ('El metodo seleccionado es desconocido’);
end;
end;
if (abs(fizqg)>error)&(abs(fder)>error)
if fizg*fcent<0
b=c;
fder=fcent;
if fcent*fant>0,
fizg = alfa*fizqg;
end;
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elseif (fcent*fder<0)
a=c;
fizg=fcent;
if fcent*fant>0,
fder = alfa*fder;
end;
end;
else
if abs(fizqg)<=error
xXs=a;
else
xs=b;
end;
fin=1;
end;
iteracion=iteracion+l;
end;
if iteracion>=iter

disp(’Se ha llegado al numero

xs=[a b];
else

if (abs(fcent)<error) | (a==b)
disp(’Se ha encontrado una

XsS=Cj;
else

maximo de iteraciones’);

solucion exacta’);

disp(’Se ha encontrado un intervalo que cumple la

tolerancia’);
xs=[a b];
end;
end;
else
if fder==
xXs=b;
elseif fizg==
xXs=aj;
else

disp(’Error: no existe ninguna solucion en el intervalo’);

end;
end;

7.3 Métodos de aproximaciones sucesivas

En estos métodos se calcula cada iteracién como funcién de las iteraciones anteriores, obteniéndose dos tipos

de métodos:

& De punto fijo

Tsp1 =g (xs)
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& Multipunto

Ts+1 =9 (-Ts’ Ls—1y--- wfsfm)

7.3.1 Métodos de iteracion de punto fijo

Este tipo de métodos son los que, para una ecuacién f (z) = 0 con f definida real, establecen una sucesién de
aproximaciones del valor de x para el que se cumple la ecuacién, x* tal que

Tsy1 = g (xs), s=0,1,...
Dado z valor inicial.

Estos son los llamados métodos unipunto, mientras que los multipunto son aquellos en los que

Tsy1 =g (Ts, Ts—1,- -, Tst1-m) , s=m,m-+1,...
Dados zg, x1, . . ., T,,—1 valores iniciales.
Y si existe el limite
¥ = lim =z,
S§—0OQ
si g es continua, entonces se tiene que x* es un punto fijo:
¥ =1lm g(zs) =g < lim acs) =g (z")
S—0Q S§— 00

Un punto fijo es aquel en el que la funcién es el mismo punto (x = y). Por tanto, serd el punto de corte de la
funcién y; = g (x) y la funcién yo = x.

Estos métodos se llaman también de aproximaciones sucesivas.

Los métodos de punto fijo han de ser consistentes con el problema que se quiere resolver, es decir, si queremos
calcular una raiz de la ecuacién f (z) = 0, la raiz debe ser punto fijo de la funcién g que escojamos.

Por ejemplo, si tenemos

Ts41 = T + f (-rs)

El método es consistente, ya que en z*, la funcién es nula y se tiene * = z*, o lo que es lo mismo, z* = g (z*).

Ejemplo 7.1:

2> +axsenz+1=0

Se pueden generar los siguientes métodos:

-1
a2 + senx,
3
o +1
sen s

3+ 1
Tsy1 = arcsen | —

Ts

Ts+1 =

Ts1 = —
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7.3.2 Método de la tangente o de Newton

Este es uno de los métodos mas utilizados.

Se basa en calcular la recta tangente a la curva de la funcién f en el punto (zg, f (z5)) y el punto x4 es el
punto en que dicha recta tangente corta al eje X. Es decir, teniendo la recta tangente a una funcién f en un
punto x4

y:f($3)+f/($s)(l'—$s)

si se iguala dicha recta a cero, despejando el punto z, se tiene

[ (xs)

LTs+1 = Ts — f/ (1_ )
s

(7.3)

El inconveniente que tiene es tener que evaluar la derivada de la funcién. Una simplificacién posible es sustituir
la derivada por el cociente incremental, con lo que se obtiene el método de la secante:

f (ms) (-Ts - -Tsfl)

Tt = T G = F(ze1)

(7.4)

El cual es un método multipunto y ademas se corre el peligro que uno de los puntos en la iteracién se nos vaya
a infinito, o muy lejos.

Vemos a continuacién la implementacién en Matlab de los métodos de Newton y de la secante para ecuaciones
no lineales.

Algoritmo 7.4: Método de Newton para ecuaciones no lineales
% Metodo de Newton para resolucion de

% ecuaciones no lineales

<)
°

% Uso: [sol,error]=enewton(funcion,xinicial,maxiter,tol, metodo)

%

% metodo es el metodo de derivacion numerica que se usara.
% Las opciones son: deriv2p, derivp3p, derivr3p, derivp3p,
% derivpbp

% Por defecto es deriv2p, pero se puede especificar una funcion

[o)

% que contenga la derivada funcional.
function [xs,errs]=enewton(f,x0,maxiter,tol,metodo)
if nargin<5b
metodo='deriv2p’;
if nargin<4
tol=1le-5;
end;
if nargin<3
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
end;
h=0.01;
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iteraciones=0;

fin=0;

x(1)=x0;

while (iteraciones<maxiter) & (£fin==0)
iteraciones=iteraciones+1;
fx=feval(f,x(iteraciones));
fp=feval (metodo, f,x(iteraciones),h);
x (iteraciones+l)=x(iteraciones)—-(fx/fp);
errs=abs(x(iteraciones+l)-x(iteraciones));
if errs<tol

fin=1;
end;
end;
if fin==
disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
else

disp(’Se ha encontrado solucion que cumple la tolerancia’);
end;
xs=x (literaciones+1);

¢

Algoritmo 7.5: Método de la secante para resolver ecuaciones no lineales

o\°

Metodo de la secante para resolucion de

o\°

ecuaciones no lineales de una sola variable
o
o

[o)

% Uso: sol=secante(funcion,xinicial,maxiter,tol)
function [xs,errs]=secante(f,x0,maxiter,tol)
if nargin<4

tol=1le-5;

if nargin<3

disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;

end;
end;
% Obtener el primer punto con el metodo de Newton
iteraciones=0;
fin=0;
fx=feval (f, x0);
fp=feval ('deriv2p’,f,x0,0.01);
x(1)=x0;
x(2)=x(1)-(fx/fp);
iteraciones=iteraciones+1;
while (iteraciones<maxiter) & (£fin==0)
iteraciones=iteraciones+1;
fx=feval (f,x(iteraciones)) ;
fp=fx-feval (f,x(iteraciones-1));
X (iteraciones+l)=x(iteraciones)—-eval (f, x(iteraciones));
errs=abs(x(iteraciones+l)-x(iteraciones));
if errs<tol

fin=1;
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end;
end;
if fin==
disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
else
disp(’Se ha encontrado solucion que cumple la tolerancia’);
end;
xs=x (l1teraciones+1);

7.3.3 Método de Steffensen

En este caso se sustituye la derivada por un cociente incremental “rarito”, que es

f/(m ) = [ (zs+ [ (z5)) — [ (25) _ [ (zs+ f (z5)) — [ (25)
* Ts+ f (xs) — Ts f (CL'S)

con lo que resulta

(f (z5))°
F et () — F () 7>

Ts41 = Ts —

Y el cédigo en Matlab que implementa este método se ve a continuacion.

Algoritmo 7.6: Método de Steffensen para resolver ecuaciones no lineales
Metodo de Steffensen para resolucion de

o\

% ecuaciones no lineales de una sola variable

% Uso: sol=steffensen(funcion,xinicial,maxiter,tol)
function [xs,errs]=steffensen(f,x0,maxiter,tol)
if nargin<4
tol=le-5;
if nargin<3
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
end;
% Obtener el primer punto con el metodo de Newton
iteraciones=0;
fin=0;
fx=feval (£, x0);
fp=feval (’deriv2p’,£,x0,0.01);
x(1)=x0;
x(2)=x(1)-(fx/fp);
iteraciones=iteraciones+1;
while (iteraciones<maxiter) & (£in==0)
iteraciones=iteraciones+1;
fx=feval (f,x(iteraciones));
fp=feval (f,x(iteraciones-1)+fx)-£fx;
X (iteraciones+l)=x(iteraciones)-(fx"2/fp);
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errs=abs (x(iteraciones+l)-x(iteraciones));
if errs<tol
fin=1;

end;
end;
if fin==

disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
else

disp(’Se ha encontrado solucion que cumple la tolerancia’);
end;
xs=x(iteraciones+1);

7.3.4 Método de Halley

Este método no es tan importante, pero lo mencionamos. En este caso, la iteracion es

2o — 2f (xs) f' (x5)
2(f (mS))Q — f(@s) [ (5)

Como se ve, hay que hacer la derivada y la derivada segunda, lo que tiene bastante coste numérico.

Toy1 = (7.6)

7.4 Condiciones de salida
Para los algoritmos computacionales se pueden dar unas condiciones de salida:

= En los bracketing, siendo [ ([ag, by]) la longitud del intervalo:
U([ag, by]) < e

& En los de aproximaciones sucesivas
|zs —zs1| <€

© También para los de aproximaciones sucesivas

|f ()] <€

El cual hay que usar con cuidado, ya que puede ocurrir que la funcién llegue a estar muy préxima al eje
y el cero alejado del punto donde encontramos que se cumple la condicién, o incluso que no se llegue a
tener un cero.

& Se suele usar ademds una condicién de que se alcance un nimero méximo de iteraciones

7.5 Teoremas de convergencia

Los teoremas que vamos a ver aqui son aplicaciones del teorema del punto fijo que vemos ahora:
Teorema del punto fijo:

Si g es una aplicacién contractiva en un espacio normado y completo X, entonces existe un punto fijo de g en
X.
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& Aplicacion contractiva: una aplicacién f se dice contractiva si es tal que
If (@) =fWI<Lllz—yl  VryeX conl <1
es decir, si f es de Lipschitz

e En un espacio normado completo toda sucesion de Cauchy tiene limite.

Teorema 7.1. (teorema de convergencia global) Dada una funcién real definida en un intervalo [a, b] tal que

L. g([a,b]) C [a,0]

2. g derivable en [a, b] con ‘g' (x)‘ < K < 1 para todo z € [a, D]

en ese caso, la iteracién de punto fijo unipunto es convergente, para cualquier punto x inicial del intervalo, al
unico punto fijo * de g en el intervalo, verificindose la estimacién de error

S—Tr

1-K

|zsp1 — ™| < |zpy1 — 2y r=1:s

Es decir, la unicidad del punto fijo se puede garantizar si la imagen no se sale del espacio (es aplicacién
contractiva). El teorema asegura que el método converge cualquiera que sea el x que se elija, es una condicion
suficiente, no necesaria.

La segunda condicién puede ser sustituida por que la funcién g sea contractiva.

Demostracion. Demostremos que si la derivada es menor o igual que K, es una aplicacion contractiva:

En virtud del Teorema del Valor Medio,

gx)—gy) =4 () (r—-y) r<c<y

o
—~~
8
N~—
|
NS
—~~
<
=
IN

9" ()] — ]
K|z —y| K <1

IN

Demostrado.
Ahora demostremos la unicidad del punto fijo:

Suponemos que hay dos puntos fijos x7 y x5. En ese caso suponemos que existen dos puntos fijos ] y 5,
teniéndose

g (21) — g (z3)| < K |z] — x5 < |27 — x5
Dado que K < 1.

Sin embargo, se llega a una contradiccion ya que

*

lg (21) — g (x3)] < |2] — 23
y por la propia definicion de punto fijo es
|9 (21) — g (23)| = |2T — 25

asi que no puede haber mds de un punto fijo.
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Teorema 7.2. (teorema de convergencia local) Dados g € C'[a,b] y un punto fijo de g, z* € [a,b]. Si
l¢’ (z*)] < 1, existe un valor ¢ > 0 tal que la iteracién de punto fijo converge a x* para cualquier x tal que
|zg — x*| < e.

Demostracion. Podemos escribir

Tst1 =g (25) = g(2") + ¢ (¢) (w5 — 27)
con lo que las cotas de error nos quedan
@os1 — 2| < |9 ()| los — 2] < |z — 27
——
<1
por tanto, el error en la iteracion es menor que en la iteracion anterior, lo que significa que el método convergen

a la solucion.

Un problema que nos encontramos al aplicar el teorema es que no conocemos el valor de z* ya que es lo
que buscamos. Por tanto, no podemos conocer ¢’ (x*) ni verificar que |¢’ (*)| < 1. Sin embargo, si en el
intervalo en el que estd =* la derivada en mddulo es menor que 1, en x* también lo serd. A la inversa también:
si |¢’ (*)| < 1, en un entorno de x* la derivada de g es menor que 1. Por esto, a z* se le suele llamar punto de
atraccion.

Por otro lado, salvo casualidad, el método diverge si |¢' (z*)| > 1, y si |¢' (*)| = 1, entonces hay que acudir
al siguiente término del desarrollo en series de Taylor, algo que no vamos a ver.

Teorema 7.3. Sea la funcién real g definida y contractiva en

B (wo,p) ={z € R/ |z — z0| < p}

y tal que

21 — 2| < (1= K)p
siendo K < 1 la constante de contractividad, la iteracién de punto fijo 511 = g (x5) converge a un dnico
punto fijo de g en B (xq, p).
Con este teorema, se evita la comprobacion de g ([a,b]) C [a, b]

Para determinar el niimero de iteraciones necesarias para obtener ¢ digitos significativos usamos la cota de error
relativo a priori:

|xs — ¥ K* |z1 — x9 1.,
< -10 7.7
] C1-K |a 2 @

sustituyendo |x*| por una cota inferior y despejando s.
Si queremos ¢t digitos exactos, usamos la cota de error absoluto.

En caso de que queramos obtener la solucién con un niimero de digitos significativos o exactos, se usa la cota
de error a posteriori

|l's - l'*| < |l's - l'sfl| (7.8)

1-K
Y se va aplicando conforme se hace la recursion, aunque es recomendable aplicarla por primera vez tras unas
cuantas iteraciones, no al comenzar. Con esta cota se obtiene un nimero de iteraciones menor que con la de
error a priori, por lo que es mejor si se quiere calcular la solucién en lugar de una estimacion del nimero de
iteraciones.
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Ejemplo 7.2:

Dado el método

g(x) =0.5e"cosx

estudiar si converge para todo zg € [0,1], y si converge para ¢y = 0, estudiar el nimero de
iteraciones necesarias para conseguir 6 decimales exactos.

Solucion:

g (r) = 0.5¢" (cosx — senx)

d" () = —-0.5¢"2senx

para z € [0, 1]

g" (x) <0

por lo que ¢’ es monétona decreciente en (0, 1]. Ademds

g (0)=0.5
g (1) = —0.5 x 2.7182 x 0.3012 > —0.5

es decir,

| (z)] <05<1  Vzelo]

por lo que |¢' (z*)| < 1
Veamos que g es contractiva:
g@)=0=z= %

T S5) V2 2718
) 05 xed xY2 c0pxexys— 20
g(4> XNy S DX e T 5RR S

asi que como es contractiva, podemos asegurar la convergencia global para |0, 1|.
)

Veamos ahora qué pasa con el error absoluto:

S 1 6
~ 2ol < 2107
o [ ml =g

x1 =¢(0)=0.5 K =05

lzs — 2] <

llegamos a

despejando s
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7.6 Orden de un método iterativo

El orden de un método, suponiendo que converge, sirve para comparar la rapidez en la convergencia de los
métodos (o para medir la rapidez de uno).

Se dice que un método iterativo es convergente de orden p:

I p=1siel lim Zrr=2

= (C siendo 0 < C' < 1 (el error en cada iteracién es menor que en la
s—oo |xg — qf

anterior)

2. p>1lsiel h’mwchon0<C’<oo

s—oo |xg — aff
La convergencia es

® Linealsip =1
& Superlineal si1 < p < 2
e Cuadratica si p = 2
& Cuabicasip =3
El orden de un método da una estimacién de lo eficiente del método y posibilita comparar los métodos entre

ellos como ya hemos dicho, ademas de facilitar elecciones razonables del nimero de iteraciones para que un
proceso iterativo termine.

Para el caso de las iteraciones de punto fijo, se dice que son de orden p:
1. p=1si g admite derivada continua en un entorno de un punto fijo « y 0 < |g’ («)| < 1, ya que
Tsr1=a+g (c)(zs — )

tim 220 i 1 0] = |9 (@)

$§—00 ’1‘8 =+ CM‘ $—00

2. p > 1si g admite derivadas continuas hasta la de orden p > 1 en un entorno de un punto fijo o'y

J@=g"(@)=g"(a)=...=¢"V(a)=0, 4¢P (a)#£0
ya que
, |‘Ts+1 - a| 1 (
1 I PN ()
500 ’xs _ Oé’p p' ‘g (Oﬁ)‘

El error en la iteracion siguiente es

|g(p) (@) ‘
p!

p

@51 — o ~ x5 — af

Por tanto, en cuanto al error, interesan métodos de orden elevado, aunque tienen mayor coste de cédlculo por
iteracion.

Los tipos de los métodos més habituales son:
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& Lineales: métodos de biparticién y de la regla falsa.

e Superlineales: métodos de la regla falsa modificada (Illinois (p = 1.442), Pegasus (p = 1.648)), de la
secante (p = (1 + \/5) /2) y Muller (p = 1.839).

& Cuadratico: Newton y Steffensen
© De orden 3: Halley

Ejemplo 7.3:

Comprobar que el método de Newton es cuadratico:

f(z5)

Ts+1 = Ts — f,(m )
s

Suponemos que f € C?[a,b]y a/f (o) =0, f' (a) # 0

Calculamos la derivada de g (x) = x — Jf,((‘?):

Sustituimos x por a:

g(@)=1-1+ ( 2 = Y _o

yaque f (a) =0.
Por tanto, en un entorno de «, la convergencia estd asegurada, y es de orden 2 salvo para valores
muy concretos de « en los que puede ser de orden superior. Es localmente convergente.

Hemos mencionado ¢l método de Muller anteriormente, pero ain no lo hemos visto. Hagamoslo pues:

En este método se traza una pardbola de interpolacion que pasa por 3 puntos concretos T, Ts—1 y Ts—2. La
pardbola queda

pQ(x):A(:U—$S)2—|—B(:U—xS)—|—C

cumpliendo las condiciones

p2 (w5) = [ (xs)
p2 (7s-1) = f(7s5-1)
p2 (2s—2) = [ (ws-2)
Se determinan A, B y C' a partir de las tres condiciones y se resuelve la ecuacion

D2 (xs—i—l) =0
que puede hacerse de forma mas sencilla como

AR+ Bh+C =0
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y teniendo en cuenta que x;,1 = x5 + h. Es decir, que el siguiente punto de la iteracion es el punto de corte de
la pardbola con el eje X.

Una recomendacién para resolver ecuaciones no lineales es estimar un punto de inicio xy mediante algin
método de biparticién y continuar con un método de punto fijo.

7.6.1 Acelerar la convergencia

Dado un método de punto fijo que converge lentamente,

Top1 = g ()

se puede modificar de forma que su convergencia sea mas rapida. Por ejemplo, sumando a cada término kx:

kx+z=kr+g(x)

kxoi1 + 251 = kas + g ()

despejando x5 1

krs+g (ms)

1+ k = h(ws)

Ts+1 =

La pregunta del millén: ;cudnto vale k?

La respuesta es que se escoge de forma que el método sea convergente con algin criterio. Por ejemplo, podemos
escoger que sea de orden 2, con lo que la primera derivada de h (x) tiene que anularse en un punto o

y para que se anule en «:

—g' () =k

Otra forma de acelerar la convergencia es con el método A? de Aitken,

(Azy)?

s = Ts —
A2z,

que, usando diferencias finitas

2 2
O ($s+1 - -Ts) — LsTg+2 — $S+1 (7 9)
s — Ls — — &s T '
Ts+2 — 2378-1—1 + x5 Ts+2 — 2.%'5+1 + x5
Esto es, teniendo una sucesién zg, 1, ...,Ts — «, obtenemos una sucesién Zg,Z1,...,Ts — «Q, tal que se

puede demostrar que cumple

T el

s—oo [Ty —al

0

lo que implica que T tiende mas rapido a o que x4, y por tanto el método es mas rapido.

La aplicacién del método es la siguiente:
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& Con un método tipico de punto fijo, obtener una sucesién de soluciones hasta un g
& Aplicar el método de Aitken a los 3 Gltimos valores, Ts_2, Ts—1 Y Ts.

& Con el nuevo valor de 4 se sigue aplicando el mismo método de punto fijo de antes.

Lo que hacemos es dar un “salto” para acelerar la convergencia en pasos intermedios.

Si lo hiciésemos al obtener los 3 primeros valores, y de forma continua, tenemos el caso limite, que coincide
con el método de Steffensen visto en la seccién 7.3.3.
7.6.2 Inestabilidad o mal condicionamiento del problema

Tenemos un problema de ecuacién no lineal

J@)=0 /@ =0

Si perturbamos el problema

fu(x) = f(2) + pg(x) =0

la solucién es

Eu/f (Tu) + ug (Tu) =0
y la diferencia entre la solucién del problema original y el perturbado
g (T)
f(7)

En el caso que f' (Z) — 0, la diferencia entre ambas soluciones es muy grande, aunque /. sea pequefio. Esto
ocurre con raices multiples.

Ty — 7| >~ p

Por tanto, la ecuacién es mal condicionada para el célculo de la raiz T si es raiz multiple o tiene otras raices
préximas. El concepto de proximidad es muy relativo.

Por ejemplo, el método de Newton deja de ser cuadrético con raices multiples.

Para arreglarlo, se modifica el método:

£'(@)=0
£@) =0
7/
£ (@) = 0

con lo que T es de multiplicidad m. El cambio en el método es

m f (5)
I (xs)

Ts41 = Ts —

Entonces si es cuadratico.
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7.7 Sistemas de ecuaciones no lineales

Ahora el problema se amplia a calcular las soluciones para multiples funciones y multiples variables

fl(.TlIEn):O

fn(acl....xn)ZO

Tratamos por tanto de determinar el vector

T
T =
xn
Tal que f (&) = 0, siendo f : R® — R" y
fi
F=1 :
fn

7.7.1 Iteracion de punto fijo para sistemas de ecuaciones no lineales

Con un método iterativo de punto fijo se calcula una sucesién de vectores que notaremos z(*), omitiendo los
vectores por simplicidad. La sucesién es de la forma

2t = ¢ (x(s)) s=1,2,...

dado un vector inicial (%) y siendo g : R* — R",

Si existe

lim 2 = 2*
S—00

entonces * = § (z*) es punto fijo de g, y el método es consistente con el problema a resolver.

El vector de funciones g se puede montar despejando una incégnita de cada ecuacién, por ejemplo.

Ejemplo 7.4:
r?+23-2=0

x1x2+m§+3x%—4:0

Despejando z; de la primera y 2 de la segunda

Tr1=+/2— x%
o — 4—390%
2= a:1+x%

Otra forma podria ser sumando a cada lado de cada ecuacién la incégnita que se quiere despejar:

http://www.telecos-malaga.com 234 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



7. Resolucién de ecuaciones no lineales 7.7. Sistemas de ecuaciones no lineales

1 =i +x3+ 11— 2
Ty = Ty + w120 + 25 + 327 — 4

El espacio R™ es un espacio vectorial normado de dimensién finita y todo conjunto cerrado es completo.

El teorema de punto fijo da la existencia de un tnico punto fijo de ¢ : H — H siendo H un subconjunto
cerrado de R" si g es contractiva en H. En este caso, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 7.4. Dado g : H — H siendo H un subconjunto cerrado de R™. Si g es una aplicacion contractiva en
M, la iteracién de punto fijo es convergente para cualquier 2(?) € H al tnico punto fijo z* de g en H. Ademads,
se verifica la estimacién de error:

KS—T’
P

(s) _
Hx TIS1ZK

‘xw+n__xw>

con(0 <r <s.

El uso de cotas de error es similar al caso de una variable, solo que hay que usar normas, y estas pueden ser
diferentes. Los conjuntos cerrados que se suelen escoger son intervalos n-dimensionales o entornos cerrados de
un punto T.

La contractividad para g en H se puede demostrar si g admite derivadas parciales primeras y si para la Jacobiana
J4 podemos establecer

[Jy (@) <K <1  Voel, Jy (z) = [8?92795(;)]

en una norma matricial cualquiera que sea subordinada a la vectorial usada. Esta condicién también se puede
escribir de la siguiente forma si existe una constante /' < 1 tal que se cumpla

K
< —
n

‘Q&&Q
0x;

paratodo x € H;i,7 =1 :n.

De esta ultima forma, se simplifica la verificacién de contractividad, sobre todo si lo que tenemos son muchas
ecuaciones, ya que es mas sencillo verificarlas una por una que realizar la norma de una matriz muy grande.

Ejemplos tipicos del conjunto H son

H= {z R/ |2 —a0)] < p)

7.7.2 Método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales

El método de Newton es fundamental en la resolucion de sistemas no lineales. Tiene ademds un comportamiento
fractal, lo que significa que su convergencia depende en gran medida del vector origen z(©).

Este método se define por la ecuacion de recurrencia
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) = 2() ijl (x(s)) f <£U(s)> s=0,1,2,...

suponiendo que existe la inversa de la jacobiana J; en los puntos en los que sea necesario. En la préctica, no se
calcula la inversa de la matriz jacobiana, sino que se sigue el siguiente procedimiento:

1. Evaluarb = —f (ac(s)) yA=Js (ac(s))
2. Resolver el sistema lineal Ad(®) = b
3. Lasiguiente iteracién es z(51t1) = 2(5) 4 q(®)

Por tanto, lo que se hace es resolver el sistema lineal, por alguno de los métodos ya estudiados en el tema 2.

Esto se puede obtener de

e (S () (=) ()

que es la interpretacién geométrica del método, en base a los hiperplanos tangentes en (%),

Bajo los siguientes supuestos, el método es localmente convergente y cuadratico:

® la jacobiana es invertible en el punto solucién del sistema

& la jacobiana es de Lipschitz en un entorno del punto solucién del sistema

Esto es justamente lo que dice el siguiente teorema.

Teorema 7.5. Dado z* € R" tal que f (z*) = 0 siendo f continuamente diferenciable en una bola B (z*, p),
y suponiendo que

= J; (z*) es invertible y HJJTI (x*)

]gﬁ
= || Jr (x) = Jp ()| < vllz -yl paratodo z,y € B (z*, p)

entonces existe £ > 0 de forma que el método de Newton converge a z* para cualquier (¥ € B (z*,e) y se
cumple

Hx(erl) _ 2

< vﬁHw(s) —a"

paras=20,1,2 ...
Teorema 7.6. Dada f continuamente diferenciable en una bola B (m(o),p), y suponiendo que existen unas
constantes «, 3y -y tales que

= 5 o) <

Jf_l (zO) s (x(o))H <8
= ||J;(z) — Jr (y)]] <7z -y paratodo z,y € B (z(?), p)
=2 r=afy<j

en ese caso, el método de Newton converge a un tnico cero 2* de f y satisface

< @2

o -] <

El método de Newton tiene desventajas por la falta de convergencia global para muchos problemas y por la
necesidad de evaluar Jy (w(s)) y resolver un sistema lineal por cada iteracion.

Sin embargo, su convergencia local es cuadrética.
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7.7.2.1 Modificaciones al método de Newton

Existen unas modificaciones que se realizan al método original de Newton que intentan reducir algunas de sus
desventajas, aunque su convergencia es s6lo lineal. Los mds importantes son:

= Meétodo modificado con unica evaluacion de la Jacobiana

gD = g(0) Jf_1 (x(0)> f (x(s)> s=0,1,2,...

lo que permite reducir el nimero de operaciones, ya que una vez evaluada la Jacobiana en z (%), para
resolver los sistemas que se van obteniendo es suficiente con factorizar la matriz una sola vez y resolver
de forma directa los sistemas en cada iteracién. También se llama método de Newton simplificado

& Método modificado que usa formulas de derivacién numérica para estimar las derivadas parciales en
x(®) y aproximar Jr (33(5)).

& Método modificado que introduce una longitud de paso «, de forma que

gD = g0 asjf_l <x(s)> f (x(s)) s=0,1,2,...

con lo que se busca la convergencia global con «, estimado segin técnicas de optimizacioén aplicadas al
problema de minimos cuadrados

que veremos en el siguiente tema.

En el siguiente algoritmo se ilustra el c6digo en Matlab que implementa el método de Newton para sistemas de
ecuaciones no lineales.

Algoritmo 7.7: Método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales

o\°

Metodo Newton de resolucion de

o\°

Sistemas No Lineales

o\°

o\°

Uso: [sol,valf,error]=snewton(f, j,xs0,met,maxiter,p,tol)

% f = matriz del sistema

% J = jacobiana del sistema

% xs0 = vector solucidén inicial

% met = ’'divizgda’ -> divisidén izquierda para resolver un sistema
% lineal con la jacobiana. Otra cosa, evalua el método con
% las 3 diagonales principales

% maxiter = numero maximo de iteraciones (por defecto 10)

% p = norma de la matriz para hallar el error (por defecto 2)
% tol = tolerancia de las soluciones (por defecto 1le-5)
function [xxs,ffs,ers]=snewton(f, jacob, xsmenosl, met,maxiter,p,tol)
if nargin<?

tol=le-5;

if nargin<3

error ('Faltan argumentos de entrada’);
end;
if nargin<o6
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p=2;
end;
if nargin<b
maxiter=10;
end;
if nargin<4
met='divizqgda’;
end;
end;
xxs=xsmenosl’;
ffs=[1;
ers=NalN;
error=Inf;
iteraciones=0;
while (iteraciones<maxiter) & (error>tol)
fxsmenosl=feval (f, xsmenosl) ;
ffs=[ffs; fxsmenosl’];
if strcmp(lower (met), 'divizgda’)
Jfxsmenosl=feval (jacob, xsmenosl) ;
xs=xsmenosl-Jfxsmenosl\fxsmenosl;
else
[dinf,dpri,dsupl=feval (jacob, xsmenosl) ;
xs=xsmenosl-feval (met,dinf,dpri,dsup, fxsmenosl) ;
end;
XxXs=[xxs5;x5"];
error=norm(xs—-xsmenosl, p);
ers=[ers;error];
if error<tol
ffs=[ffs;feval(f,xs)’];
end;
xsmenosl=xs;
iteraciones=iteraciones+1;
end;
if iteraciones==maxiter
disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
end;

7.7.3 Métodos cuasi-Newton

7.7.3.1 Introduccion

También 1lamados de la secante, sustituyen la matriz Jacobiana por otra matriz A4 que se actualiza de forma
que satisface la ecuacién cuasinewton o secante, esto es, con Ay tal que

Asiq <x(8+1) - x(s)) ~ f <;,;(5+1)> —f (x(s))

lo cual se puede notar también, si hacemos y(*) = f (z(*TV)) — f (2()):

Agnd® =y
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Esto hace que para determinar A, 1, las soluciones posibles sean muchas. Por supuesto, interesan las soluciones
que impliquen una actualizacién de A lo mds simple posible. Normalmente son actualizaciones de rango 1 o
2, es decir

As+1 - As + a(s)b(s)t

Ag1 = Ag + a®p)" 4 (8 (s)f
con a, b, u'y v vectores columna.

El método de Broyden corresponde a una actualizacién de rango 1, mientras que BFGS y DFP son actualiza-
ciones de rango 2 de la forma

Agp1 = Ag + Beap) + Soul®p(®)

El método en general puede escribirse de la forma
2(HD = 28 _ A1y (x<s>)
y teniendo en cuenta que es mas comodo resolver el sistema

Ag [ 26t =2 | = —f (x<s>)
d(s)

Una eleccién posible de A es J; (ac(o)), o incluso I,,.

7.7.3.2 Métodos de Broyden, BFGS y DFP

Estos métodos, por ser métodos secantes, son superlineales, y no es necesario evaluar las derivadas.

El método de Broyden es el que utiliza la actualizacion

() — A,d)) d®"

7.10
ds) d(s) (7.10)

Agir = A+ a9 = A, +
eligiendo los vectores a*) y b(®) tales que se cumpla la ecuacién cuasinewton y ademds con la condicién
b(e)" <x — x(s)) =0

si (ac — x(s))t (SU(S+1) — x(s)) = 0.

El método consta de las siguientes operaciones que se repiten:

= Obtener d*) como solucién del sistema lineal A,d®) = —f (z(*))
= x(s+1) — x(s) =+ d(s) y y(s) — f (x(3+1)) — f (x(s))

& Hallar A, actualizando A,
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. . 1 . .y
Si usamos la inversa de A,, Hyy 1 = A 1 la actualizacion queda

(d®) — Hyy®) d®)' H,
d(s)tHsy(S)

Hyp = H, + (7.11)

que se puede obtener aplicando la férmula de inversién de Sherman-Morrison-Woodbury:

(A + uvt)_l =A1 - %AiluvtAfl

siendo
oc=1+v'A"1u

La convergencia local superlineal puede establecerse para el método de Broyden ya que se puede demostrar
que

[(As = Ty (29)) (2 — )|

N O

=0

lo cual no implica que A, converja a J¢ (z*) siendo 2* el punto limite de la sucesi6n.

Las férmulas de los métodos BFGS y DFP son

= BFGS:
()" A.dSdE) A
¥y s s
Agy = A, - 7.12
i T e A A (7.12)
0 t t t t
Q- RNORW (OF/(C) d®)y) Hy + Hoy$)d)
Hoop = Hy+ (14 L2 G A (7.13)
Ay | 46y A y(®)
= DFP:
t t t
- (¥ — Ad®) y)' 4 y® (y© — 4,d)" (YO — 4,d)" d6)y)y
AS+1 - As + (S)t (s) - 2 (7.14)
y)d <y<s>fd<s>>
o bien .
() g(s) (8)4/(8)"
Hyo = Hy+ 0 By g7 A (7.15)

A&y Y Hy®)

Estos dos métodos de rango 2 son interesantes para problemas cuya Jacobiana es simétrica, que es el caso de
los problemas de optimizacién en los que se busca

Vi()=0

ya que la Jacobiana de V f (x), que es la Hessiana de f (x), es simétrica. Ademds, si en estos métodos se parte
de una matriz definida positiva, generan una sucesién de matrices definidas positivas.

Terminamos el tema con los cédigos en Matlab para implementar los métodos cuasi-Newton.

Algoritmo 7.8: Funcién de actualizacion de la matriz H mediante Broyden
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[o)

% Metodo de Broyden para actualizar

[o)

% la matriz H en los metodos cuasi-Newton
function H=broyden (H,d,y)

Hy=H*y;

dp=d’;

H=H+ (1/ (dp*Hy) ) * (d-Hy) * (dp*H) ;

¢

Algoritmo 7.9: Funcién de actualizacion de la matriz H mediante BFGS

[o)

% Metodo BFGS para actualizar la matriz

[o)

% H en los metodos cuasi-Newton

function H=bfgs(H,d,y)

Hy=H*y;

dp=d’;

dpy=dp*y;

H=H+ ((1+y’*Hy/dpy) /dpy) *d*dp- (1/dpy) * (d*y’ *H+Hy*dp) ;

¢

Algoritmo 7.10: Funcién de actualizacion de la matriz H mediante DFP

[o)

% Metodo DFP para actualizar la matriz H

o)

% en los metodos cuasi-Newton

function H=dfp(H,d,vy)

Hy=H*y;

dp=d’;

H=H+ (1/ (dp*y) ) *d*dp-(1/ (y’'*Hy) ) *Hy* (y’ *H) ;

¢

Algoritmo 7.11: Implementacion de los métodos cuasi-Newton para sistemas de ecuaciones
no lineales

% Metodos cuasi-Newton de resolucion de

% Sistemas No Lineales

% Se puede escoger el metodo cuasi-Newton.
% Opciones: broyden, dfp y bfgs

%

% Uso: [sol,ffs,error]=scnewton(f,metodo,xs0,Hs0,maxiter, norma, tol)

o\

f = matriz que contiene el sistema

% metodo = broyden, dfp, bfgs

% xs0 = valor inicial de la solucidn

% HsO = valor inicial de la jacobiana

% maxiter = maximo numero de iteraciones

% norma = norma de la matriz para calcular el error
% tol = tolerancia, por defecto le-5

o

o

% (C) — Carlos Garcia Argos, 8/VI/2000

function [xxs,ffs,ers]=scnewton(f,met,xsmenosl,Hsmenosl,iter,p,tol)
if nargin<?
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tol=le-5;
if nargin<3
error ('Faltan argumentos de entrada’);
end;
if nargin<6
p=2;
end;
if nargin<5b
iter=10;
end;
if nargin<4
Hsmenosl=eye (length (xsmenosl)) ;
end;
end;
metok=strcmp (lower (met), "broyden’) | strcmp (lower (met), 'dfp’) |
strcmp (lower (met), "bfgs’);
if metok
iteraciones=0;
fxsmenosl=feval (f, xsmenosl) ;
xxs=xsmenosl’;
ffs=fxsmenosl’;
ers=NaN;
while iteraciones < iter
dsmenosl=-Hsmenosl*fxsmenosl;
xs=xsmenosl+dsmenosl;
Xxs=[xxs;xs'];
err=norm(dsmenosl,p);
ers=[ers;err];
if err<tol
ffs=[ffs;feval (f,xs)’];
return;
end;
xsmenosl=xs;
iteraciones=iteraciones+1;
ysmenosl=—fxsmenosl;
fxsmenosl=feval (f, xs);
ffs=[ffs;fxsmenosl’];
ysmenosl=ysmenosl+fxsmenosl;
Hsmenosl=feval (met, Hsmenosl,dsmenosl, ysmenosl) ;

end;

disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
else

disp(’El metodo seleccionado no es correcto’);

return;
end;

¢
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7.7.4 Test de terminacion

En la resolucién numérica de sistemas no lineales, cuando se hace por métodos iterativos, hay que dar alguna
condicién para finalizar las iteraciones.

Normalmente se dan dos condiciones, que suelen ser:

& Que la solucidn en la iteracién actual no cambie mucho con respecto a la iteracién anterior:

H”’”(SH) G

<

& Que se haya llegado a un nimero maximo de iteraciones. En este caso, la solucién obtenida no sera
védlida en general, pero nos servird para que acabe el método y no se quede el programa calculando
indefinidamente

7.8 Métodos para ecuaciones algebraicas

7.8.1 Introduccion

Las ecuaciones algebraicas son las bien conocidas por todos:

p(x) =apz" +a12" ' +...+a,=0
Para ellas se puede aplicar toda la metodologia vista en los apartados anteriores para ecuaciones no lineales,
pero vamos a ver métodos especificos que se comportan mejor que los ya vistos.

Para evaluar la funcién se utiliza el algoritmo de Horner, usando la regla de Ruffini tan famosa que nos servia
para hallar las raices de los polinomios.

Siz € Cesraizde p () = 0, se cumple que

Amax

laol

lz| <1+

donde a4, = max |a|
1<i<n

Es decir, que en una circunferencia de radio r estdn contenidas todas las raices complejas de p.

1
1 + a’:naac

lan]

|2 =

donde ¢ = = max la;
max 0§i§n—1| Z|

Si ninguna raiz es nula (a,, # 0), todas las raices estan fuera de este circulo.

7.8.2 Acotacion de las raices reales

Teorema 7.7. (Teorema de Sturm)

Dados a,b € Ry a < b, tales que no son raices de p (z) = 0, entonces el nimero de raices reales distintas de
la ecuacion en el intervalo (a, b) es igual a
Vi(a) =V (b)
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donde V' () es el nimero de cambios de signo en la sucesién

po (@), p1(a),...,pm(a)
po (v) =p(x)

El fin de la sucesion esta cuando
Pm-1 (%) = qm () pm (2)
Si el grado de p,, (z) es mayor de cero, la ecuacién tiene raices muiltiples.

= Regla de Laguerre-Thibault:
p(xr)=(xr—1L) (boac”*1 +ha" 4+ bn,l) +p(L)

Sea L > 0/b; > 0 Viyp(L) > 0. Entonces siz > Ly p(z) > 0, L es cota superior de las raices

reales positivas.

Se pueden obtener cotas inferiores para las raices negativas haciendo x ~» —xz y las cotas inferiores para

las positivas con x ~ 1/x.
Otra forma de expresar esta regla es: dado L > 0, si los coeficientes del polinomio

)
x—L

son positivos y p (L) > 0, L es cota superior de las raices positivas de la ecuacién p (x) =0
Ejemplo 7.5:

-t 43342 —1=0
p(1) =4, conlo que L = 1 es cota superior de las raices positivas. Haciendo x ~» —x, tenemos

20—zt -3 — 2 —1=0

y para z = 3 el polinomio es positivo, por lo que L = —3 es cota inferior de raices negativas.
Ahora, cambiando z por 1/x tenemos la cota inferior de las raices positivas:

1— 224323 +22° — 26

=0
76

pero con cuidado ya que by < 0, asi que multiplicamos por -1 la ecuacion entera y queda

28 —22° — 323+ 22 —-1=0

L= % es cota inferior de las raices positivas.
De forma similar puede calcularse una cota superior para las raices negativas.
|
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Teorema 7.8. (De Du Gua)

Si todas las raices de la ecuacion p (x) = 0 son reales, entonces
az > Ap—10k+1 k=1:n-1

Es una condicidn necesaria, si no se cumple no se puede asegurar nada.

= Regla de Descartes:

Ny =N,—-2
donde N, es el numero de raices reales positivas, Vs el nimero de cambios de signo de la sucesion
ap, @1,...,0n
Ejemplo 7.6:

xﬁ—m4+3m3+2x—120

tiene Ny =3y Ny € {1,3}

|
7.8.3 Método de Lin
Es un método iterativo de punto fijo en el que se transforma el polinomio:
p(xr)=0—2Q (z)+a, =0
y la iteracién queda
tn __ ol (7.16)

Tstl = _Q (xs)  ap— P(xy)

No tiene teoremas especificos de convergencia y sélo es valido para ecuaciones algebraicas.

Algoritmo 7.12: Método de Lin para ecuaciones algebraicas

o\

Metodo de Lin para ecuaciones algebraicas

o\

o\

Uso: [sol,error]=lin(pol,xinicial,maxiter,tol)

o)

% La tolerancia por defecto es tol=le-5
function [xs,errs]=lin(poli,x0,maxiter,tol)
if nargin<4
tol=le-5;
end;
if nargin<3
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
iteraciones=0;
fin=0;
x(1)=x0;
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while (iteraciones<maxiter) & (£fin==0)

iteraciones=iteraciones+1;

an = poli(length(poli));

X (iteraciones+l)=an*x(iteraciones)/

(an-polyval (poli,x(iteraciones)));
errs=abs(x(iteraciones+l)-x(iteraciones));
if errs<tol
fin=1;

end;
end;
if fin==0

disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
else

disp(’Se ha encontrado solucion que cumple la tolerancia’);
end;
xs=x (literaciones+1);

7.8.4 Método de Laguerre

Este método que vamos a ver es de orden 3 y sirve incluso con raices complejas. La iteracion es la siguiente:

np (2s) (7.17)

T = T —
T (@) £ /H ()

siendo

H(x) = (n—1) (0= 1) (¢ (2)° = np ()" (2))

y para n el grado del polinomio.

Para evitar la inestabilidad del método, se suele cambiar el denominador, quedando

np (xs)
P (zs) + signo (p/ (v5)) \/ H (z5)

Tsp1 = Ts —

De forma que no se produzcan diferencias cancelativas.
Estd montado de forma que converja a la raiz mas proxima al punto de salida.

El método suele utilizarse de la siguiente forma:

1. Seempieza con x5 = 0. De esta forma, la raiz que se calcula es la de menor médulo.
2. Sehalla la primera raiz x;.

3. Se deflaciona (desinfla) el problema usando

4. Sevuelve a 1 usando Q (z).
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El método de Newton también puede usarse con raices complejas.

Algoritmo 7.13: Método de Laguerre para ecuaciones algebraicas

o\

Metodo de Laguerre para ecuaciones algebraicas

o\

o\

Uso: [sol,error]=laguerre(pol,xinicial,maxiter,tol)

)

% La tolerancia por defecto es tol=le-5
function [xs,errs]=laguerre(poli,x0,maxiter,tol)
if nargin<4
tol=le-5;
end;
if nargin<3
disp(’Error: faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
iteraciones=0;
fin=0;
x(1)=x0;
n = length(poli) - 1;
while (iteraciones<maxiter) & (£fin==0)
iteraciones=iteraciones+1;
xant = x(iteraciones);
num = polyval (poli, xant) *n;
ppri = polyder (poli);
pseg = polyder (ppri);
poliev = polyval(poli,xant);
ppriev = polyval (ppri, xant) ;
psegev = polyval (pseg,xant);
H = (n-1)*((n-1) *ppriev*"2-n*poliev*psegev) ;
denom = ppriev+sign (ppriev) *sqrt (H);
X (iteraciones+1l)=xant-num/denom;
errs=abs(x(iteraciones+l)-x(iteraciones));
if errs<tol
fin=1;
end;
end;
if fin==
disp(’Se ha llegado al numero maximo de iteraciones’);
else
disp(’Se ha encontrado solucion que cumple la tolerancia’);
end;
xs=x(l1teraciones+1);

7.8.5 Método de Bairstow

En este método se trabaja con aritmética real y se calculan las raices a pares, determinando un factor cuadratico
del polinomio.
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(562 + px + q) (box"72 +...+ bn,g)

factor cuadritico con esto se sigue aplicando

p(z) =

Aunque se trabaja con aritmética real todo el tiempo, al final se pueden obtener las raices complejas solucio-
nando el factor cuadrético.

Normalmente tendremos un resto al dividir p (z) por el factor cuadratico:

p(z) = (2 +pz+q) (boz" >+ ...+ byos) + by_1 (z +p) + by

De forma que interesa hacer

bn—1(p,q) =0

by (p:q) =0
Lo cual lleva a un sistema de ecuaciones no lineal a resolver por el método de Newton.
Procedimiento para resolverlo:

Se hace un proceso iterativo en el que

Ps+1 = Ds + Ap,

Qs+1 = Qs + AQS

Para calcular los incrementos, vamos a usar una operacion conocida como division sintética doble que consiste
en un Ruffini especial llamado “Ruffini doble”. Disponiendo en la forma de Ruffini:

ao ai a2 Apn—2 an—1 Qp
-p) | L —pbo —pbi —pbp—3  —Pbn—2  —pbn_1
_Q) l _qu _qbn—4 _qbn—3 _qbn—Q
bO bl b2 bn—2 bn—l bn
Se repite una vez mas el proceso
bO bl b2 bn—2 bn—l bn
-p) | I —po —pa —PCp—3 —PCn—2 —PCn-1
_Q) l —qCo —GCn—4 —(gCn—3 —(qCp—2
€0 C1 C2 Cn—2 Cn—1 Cn
Se pueden obtener los incrementos a partir de
bn—l bn
Cp— Cp—
Ap = 1 n=3 =2 | (7.18)
)
Cn—2 Cn-1
by— b
Ag = o=t P (7.19)
1)
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siendo

Cpn—2 Cp—1
Cp—3 Cp—2

0= (7.20)

Se parte de un par pg, qo, se calculan los Apg, Agg obteniendo asi pi, ¢y y se repite para este tltimo par hasta
que b, =b,_1 =0.

Cuando se obtengan los pg, g5, la ecuacién

x2+psx+QS:0

es facil de resolver y s6lo hay que repetir el proceso para el resto de la ecuacién.

La eleccion del par inicial pg, qg es vital ya que el método de Newton es localmente convergente. Como vemos
en el siguiente ejemplo, una buena eleccién es posible si se conocen x; y x2 puntos cercanos a dos raices,

haciendo que el factor cuadratico sea

22— (o + x1) x + 2120

po=—(z2+z1)  qo=m172
Ejemplo 7.7:

2+ 223 — 22 —1=0

Si vemos su grifica, encontramos que tiene un cero dentro del intervalo [—2.5, —2.4] y otro en
[0.8,0.9], por lo que, por las propiedades de las raices, podemos encontrar el par inicial:

po=—(—25+08) =17

G =-25-08=—2

Con los que podemos proceder a usar el método.

7.8.6 Método de Bernouilli
Tiene el mismo fundamento que el método de la potencia para el calculo de autovalores. Se calcula la raiz de
mayor médulo, supuesta tnica. Si fuera miiltiple, habria que adaptar el método.

Dada la ecuacién
apx” + a1z '+ .. . +a,=0

hacemos la siguiente conversion
aoYnik + G Ynik—1+ .- +apyy =0  kE=1,2,...
Tenemos una ecuacion de recurrencia.

y';l . En primer lugar, suponemos que hay una raiz dominante:

i
I
yl_ 7%

Ahora cabe preguntarse a qué tiende

siendo z; una raiz cualquiera del polinomio.
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Si x1 es la raiz dominante,

‘ N '
Yir1 =i Z Cj <—]> =2 (¢1 +0)

con lo que al hacer tender 7 a oo,
Yi+1
Yi
Hacen falta n valores para empezar la recurrencia. Una buena eleccién de los valores se hace con ayuda de las
relaciones de Newton:

— X1

aoy1 +a;1 =0

aoyk + a1Yk—1 + ... +ag—1y1 + kap =0

despejando se obtienen las condiciones iniciales para evitar que se haga c; = 0

—_a
Y11= "%

yk:—%(kak+a1yk—1+---+ak—1y1) k=2:n

7.8.7 Deflacion

En la practica es conveniente aplicar técnicas de deflacién, ya que al buscar nuevas raices los métodos vistos, y
en general todos los métodos iterativos, podrian converger a raices que ya han sido calculadas.

De esta forma, se eliminan las raices que ya se han obtenido, pero se corre el riesgo de que haya inestabilidad.
En cualquier caso, se pueden aplicar técnicas de purificacién de resultados, o incluso deflacion implicita,
como el siguiente método de Newton-Maehly

p(xs)

P (2s)
AR P
j=1"% J

(7.21)

Ts41 = Ts —

siendo x;, j = 1 : m las raices que ya estdn calculadas. Este método es el mismo método de Newton quitando
de forma implicita las raices ya calculadas.

http://www.telecos-malaga.com 250 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



8. Métodos numéricos de optimizacion

— TEMA 8
Métodos numéricos de optimizacion

Este tema trata de maximizar o minimizar (optimizar) una funcién, aunque vamos a considerar tnicamente el
segundo caso, ya que si sabemos como minimizar una funcién, es trivial que para maximizar:

méx f (z) = min (—f ()

También usaremos desarrollos de Taylor constantemente.

8.1 Optimizacion no restringida
Tenemos que minimizar f (z) : R™ — R" con f € C? (R™). Primero veamos algunas definiciones:
& Se llama minimo al punto en que la funcién se hace minima (algunos autores pueden hablar de minimo
como el valor minimo de la funcién).
& Se dice que un punto x* € R" es minimo local si cumple
de >0/f (z¥) < f(x) Vo € B(z%,e) ={z/||lx —z"|| <&}

estricto si ademas
Je > 0/f (%) < f(x) Vz € B(x*e) — {z*}

& Por otro lado, * € R" es minimo global si
Je>0/f (") < f(x) Vo € R"

estricto si
Je > 0/f (%) < f(2) Ve R" — {z*}

El calculo de minimos globales suele interesar s6lo en aplicaciones concretas, asi que en general nos
preocuparemos del cdlculo de minimos locales

= Puntos criticos o estacionarios son aquellos en los que V f (x) = 0 (satisfacen la condicién de primer
orden).

= Puntos de silla son los puntos criticos que no son ni minimos ni maximos locales.
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Existen teoremas sobre existencia de minimos, como por ejemplo que si la funcién es convexa en un conjunto
convexo, tiene un minimo global. Sin embargo, no vamos a considerar estos teoremas.

Si vemos un desarrollo de Taylor para f (x + ad), es decir, un desplazamiento del punto de la funcién,

f(x+ad) = f(x)+adVf(z)+ %oﬁdtv?f (z +6ad)d

donde d es el vector de direccion perteneciente a R” y dispuesto como columna, « € Ry 0 < 6 < 1.

Mirando en el desarrollo de Taylor, vemos que para que el punto z sea un minimo, un desplazamiento en
cualquier direccién no debe resultar en un valor menor de f que aquel que se tiene para z, es decir, que el
término de la derivada de primer orden no debe restar, y tampoco el de la derivada de segundo orden.

Para que el término de la primera derivada (V f (x)) no reste, dado que o puede ser positivo o negativo (y ello
no debe afectar a la condicién de maximo o minimo), debe ser V f (z) = 0. De esta forma no cuenta en el
resultado.

Por otro lado, en la segunda derivada (V2f (z)) o? siempre serd positivo, y si V2f (z + fad) es distinto de
cero, no debe ser negativo para no restar.

De aqui se extraen las

= Condiciones necesarias de minimo local:

V() =0
V2f (z*) semidefinida positiva

= Condiciones suficientes de minimo local estricto:

Vi(x*)=0
V2f (z*) definida positiva

= En los puntos de silla, V2 f () es indefinida.

8.2 Métodos iterativos de descenso

En los métodos mds usuales no se suele hacer V f (z*) = 0y ver qué clase de punto critico es, sino que se
construye una sucesién z(*) de forma que la funcién en el punto siguiente a considerar valga menos que en el
anterior, es decir

f (m<3+1>) <f <x(s)> Vs 8.1)

Por eso se llama a estos métodos “métodos de descenso”.

En ellos, se fija una direccién de bisqueda de forma que se cumpla la condicion (8.1), buscando un factor
adecuado as; > 0 (longitud de paso) para que se cumpla

! (x(s) + asd(8)> <f (x(s))

con lo que la iteracién es

http://www.telecos-malaga.com 252 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



8. Métodos numéricos de optimizacion 8.2. Métodos iterativos de descenso

26D Z 28 4 g d®)

y lo que hay que hacer es determinar la longitud de paso «s. La forma de fijar la direccion de biisqueda o
descenso d es la que distingue los métodos.

Condicidén necesaria para que la direccién sea de descenso:

ola)=f (x(s) + ad(s)>

donde d es funcién de «. Derivando

dp (o)

_ e ) 1 0d®
— = d Vf(x +ad )<0

la condicién es cuando o = 0 (¢’ (0))

FORVE (x<3>) <0 (8.2)

Si no lo cumple, existen alternativas para resolverlo, pero es conveniente que se cumpla.

minp (o) = ag/— =0
«

da

Los métodos de descenso se diferencian en la forma de elegir la direccién de bisqueda d(*) y la determinacién
de la longitud de paso oy es el subproblema de biisqueda en linea. Se puede usar un mismo método con
distintas formas de resolver este subproblema.

8.2.1 Busqueda en linea exacta

d S S
o/ % = d9'F (29 + 0,d®) = 0

Para

o5 (@) = f (a9 + ad)

A&V f ()
d(S)tV2f (x(S)) d(s)

s =

El problema que hay con este método es que la ecuacién resultante puede ser muy complicada, por eso se
buscan otros métodos.

8.2.2 Busqueda en linea aproximada

Este método busca imponer que la funcién en el punto siguiente valga “algo suficientemente bajo”.

Un teorema de Wolfe establece que para una funcién f € C' acotada inferiormente, si d(*) es direccién
de descenso, se pueden determinar valores de la longitud de paso « dentro de un intervalo [a_, ] para
a— < oy tales que satisfacen la siguiente desigualdad (desigualdad de Armijo-Goldstein):
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(69 51 (60) 1 (40) 76 o3 ()

y la desigualdad de Wolfe

d9'Vf (x(s) + asd(s)> > nd®)' v f (;c(S)) (8.4)

con 0 < p1 < n < 1.Los valores suelen rondar ;11 = 0.1 y = 0.9. Valores de n menores exigen mas esfuerzo
para obtener un « vélido.

Los algoritmos de cdlculo de longitud de paso suelen hacer una biisqueda de la forma {wj ao} 7=012...
siendo o un paso inicial que normalmente vale 1 y w un escalar que actia de factor de reduccion.

= Condiciones de Armijo-Goldstein: la longitud de paso «; debe cumplir

0 < —piad® v <:U(S)) <f <x(s)> —f (x(S'H)) < —ppasd® V f (x(s)) (8.5)

siendo
O0<pr <pe<l1

= Condicién de Wolfe: la longitud de paso debe ser tal que la derivada direccional de f en () + o, d(®)
se aproxime a cero:

(d@tv f <x(8) + asd(s)) ( <nd®'vf <m(5)> (8.6)
con
0<n<l1

El método de biisqueda en linea aproximada lo que hace es combinar una de las condiciones de Armijo con una
de las de Wolfe.

Lo que se obtiene es un intervalo [a_, 4] en el cual se encuentran los valores de a5 adecuados para la direccién
de descenso. Con esto se asegura la convergencia saliendo desde cualquier punto.

Para hacer la bisqueda del «; se puede proceder comenzando desde un o, comprobando si queda dentro de
los limites, modificandolo por algtn factor si no es asi.

8.2.3 Convergencia global

La convergencia de la sucesién {2(*) } a un minimo de la funcién a minimizar f no estd asegurada si f (z(**1) <
f (CC(S)) con cualquier vector de inicio 2(?). La convergencia de un método de descenso para cualquier (%) se
llama convergencia global.

Teorema 8.1. (Teorema de Wolfe): dada f de clase 2 en R™, un método con direccién de descenso (nula si
Vf (az(s)) = 0) de biisqueda en linea aproximada con las condiciones (8.3) y (8.4) genera una sucesién {x(s)}
que cumple una de las siguientes:

1. Vf (az(s)) = (0 para algtin s > 1 (encontrar un punto critico)

2. lim f (W)) — — oo (sin limite inferior)

S§—00

AV f (z)
= [l
mo descenso)

= 0 (direccion de descenso perpendicular al gradiente, que es la direccion de maxi-

Cuando se quiere implementar un método de bisqueda en linea aproximada se asegura antes que 2 y 3 no se
cumplan.
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8.2.4 Método del gradiente

La direccién de descenso es la de mdxima variacion de f:

d®) = _Vf <x(s)> 8.7)
El punto siguiente es

26D = 2 _ o v F (x<s>)

Vemos que es direccién de descenso:

0 (w1 () = o () <

Este método converge lentamente, aunque es sencillo de implementar. Un método més rapido es el método del
gradiente conjugado, que veremos después. Su convergencia es lenta porque “zigzaguea”, al ser cada direccion
ortogonal a la anterior.

Ejemplo 8.1:
Resolver
ming (z) = —2'Gr + 2'c
siendo
10 2 -2 0
G = 2 4 2 c= 0
-2 2 4 —6
0
20 = 0
0
Vq =Gx+c
=G

40 — vq <o (

hallamos los vectores sucesivos con bisqueda en linea exacta:

w0 1495 N, g, B R T
d) Gd(s) 4\ 4 3/2
d = —Vq (
2(2)
—5/2
omitiendo el célculo de d(?)
1
2B = -2
3
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Vq (az(?’)) =0

se obtiene que el vector z(3) es un punto critico y la matriz G es definida positiva, con lo que ()
es un minimo global.

H
Algoritmo 8.1: Método del gradiente para optimizacion

% Metodo del gradiente para optimizacion de funciones
% Optimiza una funcion del tipo
% gq(x)=1/2*x"*A*x+x'*cC
% Uso: [sol,iter]l=optgrad(A,c,x0,maxiter,tol)
function [xs,iter]=optgrad(A,c,x0,maxiter,tol)
if nargin<4

error ('Faltan argumentos de entrada’);

return;
end;
if nargin<5

tol=le-5;
end;
fin=0;
iter=1;
ds=-A*x0-c;
alpha=(ds’*ds)/ (ds’*A*ds);
x(:,1)=x0;
while (fin==0)&(iter<maxiter)

X(:,iter+1)=x(:,iter)+alpha*ds;

iter=iter+1;

ds=-A*x(:,1iter)-c;

if norm(ds, Inf)<tol

fin=1;
else
alpha=norm(ds, 2) "2/ (ds’*A*ds) ;

end;
end;
xs=x(:,1iter);
if iter==maxiter

disp(’Se ha alcanzado el maximo de iteraciones’);
else

disp(’Se ha encontrado un punto que cumple la tolerancia’);
end;

8.2.5 Método del gradiente conjugado

Como vimos al final del tema 2, podemos optimizar una funcién objetivo de la forma

o (x) = %xtAm —z'b
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Para el caso que nos ocupa:
A=V2f (x)
) =V (2)

Recordamos que el gradiente sea conjugado significa:

<d<5+1>, d(s)> — 46D 40 — 0

Sin embargo, como ahora usamos una matriz que no es fija (la Hessiana se evaliia en cada punto de la iteracién),
no conserva las propiedades que vimos en el tema 2, por ejemplo, no tiene porqué terminar en n pasos como lo
hacia el método del gradiente conjugado para funciones cuadraticas definidas positivas.

El algoritmo es similar al visto anteriormente:

s=0 g(o) =Vf (x(o))
(40 = 40 sis >0 — d®) = —¢®) 4 g,dls—1

g(S)tv2f(m(S))d(s—1)
Ps = d(s—l)tv2f(x<s))d(s—l)

(s) (8.8)
9 #0 g q()

. _
2t =2l +0,d) 0y = — Gy

g(s+1) =Vf ($(3+1))
s=s+1

Como siempre que tenemos que evaluar matrices grandes, tenemos la pega de evaluar una Hessiana en todos
los puntos de la iteracion, con la problemadtica que esto conlleva si el sistema es muy grande y necesitamos
muchas iteraciones. Por eso, hay algunas férmulas alternativas al método ya visto.

Ademds, se sustituye el cdlculo de a; por una biisqueda en linea aproximada, para evitar evaluar la Hessiana al
calcularlo.

Veamos algunas de las modificaciones mds usuales:

8.2.5.1 Modificacion de Hestenes-Stiefel

Esta modificacién funciona mejor si se usa bisqueda en linea aproximada para calcular .

g(s)t (g(s) - 9(8—1))

ﬁs - (g(s) — g(s_l))td(S—l) 89
8.2.5.2 Modificacion de Fletcher-Reeves
9115
Be= 12, (8.10)
Hg(kl)Hz
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8.2.5.3 Modificacion de Polak-Ribiére

Empiricamente, este método es el mejor si se usa bisqueda en linea exacta para el célculo de «.
t J—
_}gu>(gw)__gu 1»

Bs
lgt==D1l;

(8.11)

Vamos a ver ahora el cdigo fuente en Matlab para implementar el método del gradiente conjugado para resolver
problemas de optimizacién que permite las modificaciones vistas.

Algoritmo 8.2: Método del gradiente conjugado para resolver problemas de optimizacion

% Metodo del gradiente conjugado para optimizacion de funciones

% Optimiza una funcion del tipo:

% g(x)=1/2*x"*A*x+x'*Db
% Uso: [sol,iter]l=gconjopt(A,b,xinicial,maxiter,modificacion,tol)

% xinicial debe ser un vector columna

S
o
% Admite las modificaciones de ’'hestenes-stiefel’,

% ’"fletcher-reeves’ o ’'polak-ribiere’. Por defecto no

[o)

% hace modificacion.
function [xs,iter]=gconjopt (A,b,x0,maxiter,modif,tol)
if nargin<4
error ('Faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
if nargin<o6
tol=le-5;
end;
if nargin<5b
modif='"ninguna’;
end;
r(:,1)=-b-A*x0;
G=-r(:,1);
iter=1;
x(:,1)=x0;
d(:,1)=r(:,1);
beta=0;
H=A;
switch lower (modif)
case {’ninguna’}
disp(’Sin usar modificacidén’)
case {'hestenes-stiefel’}
disp(’Modificacidén de Hestenes-Stiefel’)
case {’fletcher-reeves’}
disp(’'Modificacién de Fletcher-Reeves’)
case {’polak-ribiere’}
disp(’'Modificacién de Polak-Ribiére’)
otherwise
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error ("Método desconocido’);
end;
while (norm(r(:,iter))>tol)&(iter<maxiter) & (norm(G,2)~=0)
alpha=—-(G’'*d(:,iter))/(d(:,iter) ' *H*d(:,iter));
X(:,iter+1l)=x(:,iter)+alpha*d(:,iter);
iter=iter+1;
G=A*x(:,1iter) +b;
r(:,iter)=-G;
switch lower (modif)
case {’ninguna’}
beta= (G’ *A*d(:,1iter-1))/(d(:,iter-1)’*A*d (:,iter-1));
case {’hestenes-stiefel’}
beta=(-r(:,iter) ' *(r(:,iter)-r(:,iter-1)))/
((r(:,iter)-r(:,iter-1))’'*r(:,iter-1));
case {’'fletcher-reeves'’}
beta=norm(r (:,iter),2)"2/norm(r(:,iter-1),2)"2;
case {’polak-ribiere’}
beta=(r(:,1iter)’*(r(:,iter)-r(:,1iter-1)))/
norm(r(:,iter-1),2)"2;
end;
d(:,iter)=r(:,iter)+beta*d(:,iter-1);
end;
xs=x(:,iter);
if iter==maxiter
disp(’Se ha alcanzado el numero maximo de iteraciones’);
else
disp(’Se ha encontrado una solucidén que cumple la tolerancia’);
end;

8.2.6 Método de Newton
La optimizacidn es

deR"™

1
{ (s) t (s) Zdtv? (s)
min (f(ﬂ: >—|—de<:6 >+2dv f<£6 >d>
Veamos la condicién de que el gradiente sea cero:

Vi (29) + v2f («)) a =0

4 = - (VQf <m(5)>>_1 v (m(s)) (8.12)

(Es direccién de descenso? Pues puede que si o puede que no... Vedmoslo:

Si 2(®) ~ 2* es un minimo local y V2f ((*)) es definida positiva

d(S)tvf (x(S)) — _d(S)tv2f <x(8)> d®) = _vf <$(8)>t (V2f <$(S)>)_1 i (x(S)) <0

entonces es direccién de descenso, ya que se cumple la condicién (8.2).
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Entonces, para encontrar la direccién de bisqueda tenemos que resolver el sistema

Vif (x(s)) d® = _Vvf <x(8)> (8.13)

y entonces el punto siguiente es

) = 208 — <V2f (x(s)))_l Vf <x(s)> (8.14)

donde normalmente iy = 1, aunque también se puede usar biisqueda en linea aproximada.

El método de Newton tiene convergencia cuadritica siempre y cuando el vector de inicio z(?) esté suficiente-
mente cerca de la solucién (ver los teoremas del tema anterior sobre la convergencia del método de Newton
para ecuaciones no lineales).

Este método tiene algtin que otro inconveniente, como es el tener que resolver sistemas que pueden ser arbitra-
riamente grandes y evaluar en cada punto la Hessiana. Ademads, la convergencia no es global. También es un

. . . -1 . o
inconveniente evidente que (V2 f (az(s))) no sea definida positiva.

Por eso, se suelen hacer algunas modificaciones:

& Usar durante varias iteraciones la misma Hessiana ya evaluada o incluso s6lo usar la primera evaluacién
para todas las iteraciones.

= Estimar los elementos de V2 f (CC(S)) por derivacién numérica.
& Hacer bisqueda en linea aproximada.

= SiV2f (az(s)) no es definida positiva se puede hacer alguna de las siguientes modificaciones:
1= Garantizando que la Hessiana es de diagonal dominante sumando una diagonal a la que se tiene,
v2f (x@) V2 (x@) toul (8.15)

donde 1 garantiza que la nueva Hessiana es de diagonal dominante, y por tanto definida positiva.

1 O la direccién de curvatura negativa:
FORvEY: (m<5>) d® <0 (8.16)

1 También se puede combinar el método de Newton con el del gradiente, usando éste cuando la
Hessiana no sea definida positiva

Algoritmo 8.3: Método de Newton para optimizacion de funciones

o\°

Metodo de Newton para optimizacion de funciones

o\°

o\°

Uso: [sol,iter]=newtonop(G,J,x0,maxiter,tol, metodo)

o\°

o\°

- G es la funcidén del gradiente

o\°

- J es la funcidén de la Jacobiana

o\°

- metodo es la forma de calcular el alfa (ninguno,

[o)

% o lineaex)

function [xs,iter]=newtonop(G,J,x0,maxiter,tol, metodo)
if nargin<5b

metodo = ’‘ninguno’;
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end;
if nargin<4
error ('Faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
if nargin<b
tol=le-5;
end;
fin=0;
iter=1;
jacob = feval (J,x0);
grad = feval (G,x0);
ds=-jacob\grad;
switch lower (metodo)
case {’ninguno’}
disp(’ alfa =1");
alpha = 1;
case {’lineaex’}
disp(’ Calcular alfa por linea exacta’);
alpha=(ds’*grad)/ (ds’*jacob*ds) ;
otherwise
error ('Metodo para calcular alfa desconocido’);

end;
x(:,1)=x0;
while (fin==0)&(iter<maxiter)

X(:,iter+1l)=x(:,iter)+alpha*ds;
iter=iter+1;
jacob = feval(J,x(:,1iter));
grad = feval (G,x(:,iter));
ds=-jacob\grad;
if norm(ds, Inf)<tol
fin=1;
else
switch lower (metodo)
case {’ninguno’}
alpha = 1;
case {’lineaex’}
alpha=(ds’*grad)/ (ds’*jacob*ds) ;
end;
end;
end;
xs=x(:,1ter);
if iter==maxiter
disp(’Se ha alcanzado el maximo de iteraciones’);
else
disp(’Se ha encontrado un punto que cumple la tolerancia’);
end;

¢
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8.2.7 Métodos cuasi-Newton

También se llaman métodos secante, y se trata de satisfacer la condicion secante:

Ayt <x(8+1) - x(5>) =V <x(5+1)> —Vf <x(8)> (8.17)

de forma que A1 sea una aproximacién a V2 f (2(*)). Ademds cada A, debe ser simétrica definida positiva
y tal que se pueda actualizar de forma sencilla (computacionalmente) y poco costosa. Como vimos en el tema

. .. . . . . -1
anterior, también se puede plantear la actualizacién de Hy como aproximacién a (V2f (¢(*))) . Para las
férmulas que vamos a ver se toma la siguiente notacién

y®) =Vf (x(8+1)) —-Vf (5,3(8))

p®) = —a A1V S (ac(s))

S

8.2.7.1 Férmula simétrica de rango uno

Aqui se actualiza la matriz H, = A !. Tiene el inconveniente de que no mantiene la matriz definida positiva,
por lo que puede generar una direccién que no sea de descenso.

() — Hyy®) (p® — Hyy®)"

Hgiy = H, ; 8.18
HE T T (00 — Hay®) (8.18)
8.2.7.2 Férmula Powell-Symmetric-Broyden (PSB)
() — A,p®)) p®" 4 p) (&) — 4,p®)
Aoy = A Y PO +r 7)) _ (8.19)

p(s)tp(s)
() — Ap®) pp)p

(p) ’

8.2.7.3 Foérmula BFGS

)y A p) A,
A=A+ LY~ 5P P (8.20)
y(s) p(s) p(s) Asp(s)

8.2.7.4 Formula DFP

(5) — A ) o) 4 o) () — Ap))}
Yy sP Yy +y Yy sP
yvp

(5 — Ap))! p)y ey
. 2
<y<s) p<s>)
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Este método y el anterior son los dos mejores. Ademas, son simétricos, ya que

Hprcs = Aprp Hprp = Apras
Si, ademds, se intercambian y(®) y p(®).

Se puede hacer un conjunto de métodos cuasinewton conocido como familia Broyden, si se usa un pardmetro
¢ € R que pueda tomar cualquier valor salvo el degenerado:

A(¢)=(1—¢)Aprp + ¢ABFrcs

Podemos ver a continuacién el algoritmo en Matlab que implementa los métodos cuasi-Newton para optimiza-
cién de funciones.

Algoritmo 8.4: Métodos cuasi-Newton para optimizacion de funciones

o\

Metodos cuasi-Newton para optimizacion de funciones

%

% Uso: [sol,iter]=cnewtonop(G,x0,maxiter,modif,HO,tol,metodo)
% — G es la funcidén del gradiente
% — modif es la modificacion cuasinewton (rangol, psb,

% bfgs o dfp)

% — HO es la aproximacion inicial a la Jacobiana (por defecto
% la matriz identidad)

% — metodo es la forma de calcular el alfa (ninguno,

[o)

% lineaex o lineaaprox)
function [xs,iter]=cnewtonop (G, x0,maxiter,modif, HO, tol, metodo)
if nargin<?
metodo = ’‘ninguno’;
end;
if nargin<4
error ('Faltan argumentos de entrada’);
return;
end;
if nargin<5b
HO = eye(length(x0));
end;
if nargin<é6
tol=1le-5;
end;
switch lower (modif)
case {’rangol’}
disp(’ Formula de rango 17');
case {’'psb’}
disp(’ Formula PSB');
case {’bfgs’}
disp(’ Formula BFGS');
case {’dfp’}
disp(’ Formula DFP');
otherwise
error ('Metodo para aproximar la Jacobiana desconocido’);
end;
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fin=0;
iter=1;
grad = feval (G, x0);
H = HO;
ds=-H*grad;
switch lower (metodo)
case {’ninguno’}
disp(’ alfa =1");
alpha = 1;
case {’lineaex’}
disp(’ Calcular alfa por linea exacta’);
alpha=(ds’*grad)/ (ds’*H*ds) ;
otherwise
error ('Metodo para calcular alfa desconocido’);
end;
x(:,1)=x0;
while (fin==0)&(iter<maxiter)
X(:,iter+1)=x(:,iter)+alpha*ds;
iter=iter+1;
gradant = grad;

grad = feval (G,x(:,1iter));
Hant = H;

y = grad-gradant;

p = —alpha*Hant*gradant;

switch lower (modif)
case {’rangol’}
H = Hant+ (p—-Hant*y)* (p—Hant*y) '/ (y’'* (p-Hant*y));
case {’psb’}
Aant = Hant"-1;
A = Aant + ((y-RAant*p)*p’+p*(y-RAant*p)’)/(p’'*p)-
((y-Aant*p) "*p*p*p’)/(p’'*p)"2;
H = A"-1;
case {’bfgs’}
H Hant + ((p—-Hant*y)*p’+p*(p-Hant*y)')/(p’'*y) -
((p-Hant*y) "*y*p*p’)/(p’'*y)"2;
case {’dfp’}
H = Hant + (p*p’)/(p’*y) - (Hant*y*y'’*Hant)/ (y’*Hant*y);
otherwise

error ('Metodo para aproximar la Jacobiana desconocido’);
end;
ds=-H*grad;
if norm(ds, Inf)<tol
fin=1;
else
switch lower (metodo)
case {’ninguno’}
alpha = 1;
case {’lineaex’}
alpha=(ds’*grad)/ (ds’*H*ds) ;
end;
end;
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end;
xs=x(:,1ter);
if iter==maxiter
disp(’Se ha alcanzado el maximo de iteraciones’);
else
disp(’Se ha encontrado un punto que cumple la tolerancia’);
end;

8.3 Problema de minimos cuadrados no lineal

Tenemos una coleccién de puntos
{(ti,yi),i=1:m}
y queremos optimizar la funcién

m

o1 2 1 t 1 2
al,g}?,an 5 Z; (Z/ (ti7a17a27 s 70’71) - Z/z) = §R(Z’) R(Z’) = 5 HR (3?)”2
1=
con una funcién modelo que nos dice cémo depende y de ¢, por ejemplo

t

y (t) = a1 e®' +az ™ cos (ast + ag)

siendo los a; las variables del vector = del problema, queremos minimizar los residuos al cuadrado

min f (z) = %Z @=35IR@E  o=(m a . a)
R (x) es el vector de residuos y (t;, a1, a2, ...,a,) — y;
R(@)=(r(x) r@) ... rm(@))
Si definimos 3
0= 3
podemos escribir el problema de la siguiente forma
Vf(z)=J"(2)R(x) (8.22)
V2f(z) = J () J (z) + Zm: i (2) V2r; () (8.23)
i=1

El gradiente no es dificil de obtener, pero la Hessiana si. La forma habitual de resolverlo es Gauss-Newton,
Newton, cuasi-Newton o gradiente.

8.3.1 Método de Gauss-Newton

En este método, se quita el término de la Hessiana, Vi, (z), y haciendo oy = 1, nos queda

20 = o0 (7 (2) 7 (29)) 7 (290) B () (8.24)

siempre que J (x) tenga rango columna completo, entonces la direccién es de descenso y J¢.J es invertible.

Este método converge localmente, como todos los de Newton.
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8.3.2 Método de Levenberg-Marquardt

También llamado metodo de region de confianza o de paso restringido, usa el mismo modelo cuadrético que
el método de Gauss-Newton, pero afladiendo una restriccion, que es la que marca la regién de confianza.

La direccién d es tal que
/ — o (29) 4t )Y 4 Loz (40
mqus(d)—f(x )—l—de(x >+§de(x )d (8.25)
restringiendo d a

1dlly < hs

(norma dos porque estamos haciendo minimos cuadrados), siendo h tal que se restringe la longitud de paso a
una region alrededor de 2(*) de forma que se confia que ¢, (d) modela a f.

Teorema 8.2. La direccién d(®) es solucién del problema (8.25) si y sélo si existe 1 > 0 tal que

(7 (29) 7 (29) + u1) ) = 7" («©)) R (x)

)=

Jt (x(s)) J (x(s)> +pul

es semidefinida positiva. Si es definida positiva, entonces d(*) es solucién tnica.

con
o

El sistema resultante es de n + 1 componentes, las n de d®) y .

Si 1 = 0 entonces la direccion calculada es la direccién de Gauss-Newton

4 = - (Jt (x(s)) J (x(s)))—l i (x(s)) R (x@)
(s)

por lo que (%) 4 d  estd en la region de confianza, y por tanto, la solucién esté en la frontera y debe satisfacer

¢ () = hs —||d ()|l =0 (8.26)

siendo d (1) = — (J* () J () + pI) "' Tt (29) R ().

La forma de resolver esta ecuacién puede ser por dos métodos conocidos como paso garfio y paso pata de
perro.

Teniendo el siguiente problema
¢ (1) = pi(hs — [|d(p)]l5) =0
d(p) = — (J'J +pI) " J'R
Aplicdndole el método de Newton,

d 4

dt () (JtJ+pul) " d
& (1) = (W) (JtT+ul) ™ d(w)

ld(r)l,
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Esto es el método de paso garfio. Se van calculando los u; hasta que se cumpla p (hs — Hd(s) HQ) =0.Sila
solucién p = 0 (Gauss-Newton) nos deja en la region de confianza (||d||, < hs), entonces va bien el método, si
no, hay que buscar otra para p # 0.

En el método paso pata de perro, se toma
d?) = -V f (z)

y el punto es aquel que da la bisqueda en linea exacta

(s) _ |Vf (5”(8))“2 2(9)
VIt (z®)) V2 f () Vf (20) i < )

x

También llamado punto de Cauchy.

8.4 Programacion no lineal

8.4.1 Definicion y condiciones de minimo

Tratamos ahora de minimizar una funcién con restricciones, siendo la funcién y/o las restricciones no lineales.
Esto es,

min f () x sujeto a
veR gi()>0 i=1:m

Donde f, g; y h; son de clase 2 en R" y alguna no lineal como ya hemos dicho.

Llamamos F al conjunto de puntos que cumplen las restricciones. A todo punto x € F se le llama punto
factible, por lo que a F se le llama regién factible.

= Definimos la funcién Lagrangiana asociada al problema de programacion no lineal como

t m
LX) = f(z) = > Ahi(x) = ) Nigigi (2) (8.27)
i=1 i=1
donde hemos llamado a .
)\:()\1 Ay ... >\t+m)

el vector de multiplicadores de Lagrange.

® Definicién de minimo local restringido

@) </ VeeB@, 17

= Restriccion activa en un punto: una restriccién h; (x) (de igualdad) o g; (x) en un punto x € F es activa
si
hi(x) =0 0 gi(x) =0

Las restricciones de igualdad siempre deben ser activas

= Restriccion inactiva: una restriccion g; (x) es inactiva en z € F si

gi () >0
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© Definimos el arco de curva diferenciable y factible x (£) € F como una aplicacién z (§) : R — R"™.

& Vamos a buscar las condiciones necesarias de minimo local restringido:
Nuestro propdsito es buscar el minimo en la frontera de la region factible, por lo que habrd que verificar
que la funcién f no decrece alrededor del punto =* por el arco de curva diferenciable.

F@) = Li@E) =2 ©' Vi)

dg
d2

Si queremos que z* = x (0) sea un punto critico,

dg

Llamamos direcciones factibles a

L@ (0) = (0)Vf (&%) =0

p=1a'(0)

Entonces, encontramos la primera condicién necesaria para minimo local:

a2 @) = 2 (' VAf (x (&) 2" (&) +2" (&) VI (x(€))

p'V ()

=0

Para que ademas la funcién no decrezca al movernos por un entorno de x*, debe ser

d? .
d—§2f (2 (0)) no negativa

Por tanto, la segunda condicion necesaria de minimo local es

p'VAf (%) p+2” (0) Vf(z*) >0

Como p es la direccién de la tangente en cada arco, serdn direcciones factibles si z (§) € F, z (0) = =

*

yp=12'(0).
Para las restricciones de igualdad,
hi(z(£)) =0

Es constante para todo &, asi que

d . ,

d—ghi(ac(‘f)):()ipvm(x):() i=1:t
Montamos la matriz

A= ( Vhy (z¥) Vh (z*) )
Para todas las direcciones que pertenezcan al niicleo (ortogonales a Vh; (x*)), se cumple
Alp=0 per
y
p=2Z

es una matriz cuyas columnas son base del niicleo de A°.

P, 2V f (2*) = 0 =

Z'Vf(z*) =0

es condicion necesaria. Se llama gradiente reducido en =* a

7'V f (z

’)
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Donde la matriz Z también depende del punto.
V f (x*) es ortogonal al nicleo de A’, por lo que pertenece a la imagen de A, y por tanto

Vf(z")= A\
siendo A los multiplicadores de Lagrange, como ya hemos visto. Para la derivada segunda se tiene

d2
d—§2hi (z(€)) =0 = ptV2h; (") p+ 2" (0)" Vh; (z¥)
que se puede escribir como

Z A (ptVZhl- (x*)p+ 2" (O)t Vh; (ac*)) =0
Entonces, podemos escribir

2" (ﬁ)t Vi) =—- Z \ip'V2hip

P’ (sz (z*) — Z)\ivzhi (95*)> p=>0

Es decir, que la Hessiana de la Lagrangiana (considerando sélo las restricciones de igualdad) sea semi-
definida positiva.

Por tanto, tenemos ya las condiciones necesarias de minimo (si sélo tenemos en cuenta las restricciones
de igualdad), y son que el gradiente reducido sea nulo y la Hessiana de la Lagrangiana sea semidefinida
positiva para todas las direcciones factibles. Si fuera definida positiva, seria condicién suficiente, ya que
hay decrecimiento.

Podemos independizar la condicién de que la Hessiana sea semidefinida positiva de las direcciones fac-
tibles, definiendo la Hessiana reducida como

zt <v2f (@) = Y AiV?h (x*)) Z

Ahora afiadimos las restricciones de desigualdad. Nos importan las restricciones activas:
gi (x(§)) =0
Asi, formamos la nueva matriz A afiadiendo dichas restricciones activas
Ax=(Vhi(z*) ... Vhe(z*) ... Vg;(z*)) i tal que g; es restriccion activa

Las condiciones serdn ahora
ZLVf(x*) =0
ZUV2 L (x*,)\) Za semidefinida positiva (al menos)
Si ahora g; (x (£)) > 0 para algunos 4, entonces debe ser p‘Vg; (z*) > 0 para que haya decrecimiento,

asi
p'Vf(z*) =p'Aar >0

Donde p!V f (x*) implica moverse por uno de los arcos de curva y alejarse de los otros. Nos queda
entonces la condicion de optimalidad de primer orden

Vi)=Y AVgi(x)  X\>0 (8.28)
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8.4. Programacién no lineal 8. Métodos numéricos de optimizacion

Si se asigna un multiplicador )\;, positivo, a cada restriccién, sélo nos preocupamos de las activas: o es
activa en el punto o el multiplicador es cero.
Ahora la Hessiana reducida es

Z4 | V2 f Z)\ V2h; Z)\HZV gi (%) | Za

Esto lo hemos hecho suponiendo que A 4 tiene rango completo por columnas, asi serdn vélidas las con-
diciones. Ahora vamos a resumir las condiciones.

e Condiciones necesarias de minimo local restringido:

p'Vf(z*) =0
(8.29)
zt [ v f Z)\ V2h; Z)\HZV gi(x*) | Z4 >0
& Condiciones suficientes de minimo local restringido:
p'Vf(z*) =0
(8.30)
zt [ V2 f Z)\ V2h; Z)\HZV gi (%) | Z4 >0

© Un par (z*,\) es un par Kuhn-Tucker para el problema de programacién no lineal dado si z* € F'y
ademds se satisface

V.L(z",A) =0 Aty; > Oparai=1:m Atyigi (z*) =0parai=1:m

8.4.2 Métodos de penalizacion
Lo habitual para resolver problemas restringidos es trasladarlos a problemas no restringidos, cambiando la
funcién a minimizar. Esto es lo que se conoce como métodos de penalizacion.

Nos preocupan los minimos que se puedan encontrar en la frontera, ya que son los dificiles de decidir si son o
no minimos. No nos afecta este problema en minimos que estén dentro de la region factible.

Asi pues, nuestra metodologia a seguir es generar una sucesién de subproblemas no restringidos

min F (x,0)
xeR™

de los cuales obtendremos las soluciones x,, las cuales, bajo ciertas condiciones, hardn que la sucesién que
generan dé una solucién aproximada del problema restringido.

8.4.2.1 Funcion de penalizacion cuadratica

Se hacen penalizaciones sucesivas hasta que la solucién cumpla las restricciones con la funcién

2

Fo (2,0) = f (@) + 5 | Y1 (@) + > min{0,g: ()} (831)
=1 =1
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8. Métodos numéricos de optimizacion 8.4. Programacién no lineal

El segundo término de penalizacion, el asociado a g; (x), s6lo penaliza si g; < 0. El primero lo hace sélo si no
se cumple la restriccién de igualdad, h; (z) = 0.

Se aplica tomando una sucesién de valores de o, crecientes, que normalmente es o, = 10*~! parak = 1,2,...

Se resuelven entonces los sucesivos subproblemas hasta que las restricciones y las condiciones de minimo se
cumplan. La solucién de cada subproblema se puede usar como punto inicial para el siguiente.

Si hay inecuaciones de restriccion, la funcién F (z, o) tiene derivadas segundas discontinuas en los puntos en
los cuales alguna de esas restricciones se activa.
8.4.2.2 Funcion de penalizacion valor absoluto

Se obtiene una funcién no diferenciable, lo que puede ser un problema. Sin embargo, tiene la ventaja de que
basta pasar un umbral de ¢ para resolver el problema. Se trata por tanto de una penalizacién exacta.

Fy(z,0) = f(@)+0 [ D |hi (@) +) méx{0,—g; (x)} (8.32)
i=1 =1

8.4.2.3 Funcion de penalizacion barrera

Se usa cuando en el problema restringido s6lo hay inecuaciones de restricciéon (f = 0). Hay dos tipos de
funciones:

& logaritmica

Fp(z,p)=f(x) —p> (g (x)) (8.33)
i=1
® inversa
Fo(z,0)=f(z)+p) ” éj) (8.34)
i=1 7*

Para la logaritmica, el valor de la funcién crece mucho, lo que se compensa haciendo que los valores sucesivos
de p sean decrecientes y tendiendo a cero, por lo que los subproblemas se resuelven manteniéndose en el interior
del conjunto factible.

8.4.2.4 Funcion Lagrangiana aumentada

Es otra penalizacion exacta. La funcién es, ahora

L (l'vyv )‘a U) = f (‘T) - Z Azhl ('T) - Z)‘Hri (gi (I) - yl)
- - (8.35)

m

Db @)+ (gi (=) — i)
i=1

i=1

_|_

NS

Se han introducido variables “artificiales”, y; ¢ = 1 : m para que todas las restricciones sean por igualdad. Este
método requiere una estimacion y actualizacion de los multiplicadores ;.
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8.4. Programacién no lineal 8. Métodos numéricos de optimizacion

Ejemplo 8.2:

Dado el siguiente problema de optimizacion restringida

(1—21)® >z

ma’ug x% + m% — 1.521 + 1.529 T sujeto a

R
e 2+ <1

1. Estudiar si hay maximos locales restringidos con ambas restricciones activas
2. Estudiar la solucién 6ptima del problema

Solucion:

1. Para la primera parte, primero tenemos que darnos cuenta que nos estdn pidiendo maximizar
una funcién y toda la metodologia vista es para minimizar, asi que hay que transformar el
problema en

(1—IE1)3—I2 20
mi% —x% - x% + 1.521 — 1.5z9 x sujeto a
veRk 1—22—-22>0

Definimos las zonas activas con el corte de las curvas:

Tro = (]_ — .1}1)3 xgl) =0

B+ (1-2)’=1 22 =1

Por tanto, los puntos activos son

w_ (0 @_ (1
=) #=(s)

Y ahora verificamos las condiciones de minimo, calculando previamente los gradientes

—2x1 + 1.5 —3(1 —z)? 21

Vf(z)= Vo (z) = Vo (z) =
—21‘2 —1.5 —1 —2%2

Y evaluamos en los puntos:

i) =(5) val) = () ve()-(4)
Vi) =(05)  va®)=(5)  vel) ()

Si imponemos la condicién de optimalidad de primer orden, para el primer punto es
AW
1 -0.5
Vi (#) = (Vo (o) Vs (o) ) a0 = (7%
AS)

(1)

Dado que A{’ < 0, puede asegurarse que (M no es minimo local restringido, y méximo
local en el problema original. Para el segundo punto es
A2
) ' @_( 15
_ (2) (2) =
Vi (2?) = (Vo (+@) Vs (2?) ) o) 0.25
2
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8. Métodos numéricos de optimizacion 8.4. Programacién no lineal

Como ahora ambos multiplicadores, /\f) y )\(2), son positivos, entonces se puede asegurar que
se cumplen las condiciones de primer orden en el punto z(?). Como adems los gradientes de
las funciones restriccién en el punto forman una base, se satisfacen las de segundo orden.
Por tanto, z(?) es minimo local restringido, maximo local en el problema original.

2. La funcién objetivo crece al desplazarse hacia la parte superior izquierda de la regién facti-
ble, por lo que probablemente existe una solucion ptima x* siendo sélo activa la segunda
restriccion en dicho punto. Con la condicién de optimalidad de primer orden tenemos

o - —2z7+1.5 Y\ [ —2z] "
Vf(x*)=Vgs (") A :><—2x§—1.5>_< >)\

*
—2x5

de donde se tiene

. 1.5 . -1.5
rTH = Ty —— ———
721 -0 27 2(1- M)
Como la segunda restriccion es activa en z*, entonces
9
*\2 *\2
x + (x = =1
@D+ @) = sy

permite el célculo de un par Kuhn-Tucker (z*, \) para

—1/V2 3
= A=1+—

1/v2 2v2

Ahora comprobamos el cumplimiento de la condicién de optimalidad de segundo orden, sien-
do la Hessiana de la Lagrangiana

sz(””*’A*):<_02 —02>_Xk<_02 —02>:<3/3/5 3/?/§>

En el punto, tenemos

(Vga (z*)'p=0= ( _{% >tp:O

- (2)

es la base del niicleo de A’ y por tanto es la matriz que nos sirve para hacer la Hessiana
reducida, que queda

VAL (N Z = (1 1) < 3/0ﬂ 3/2/5> < 1‘ > =32

Como es definida positiva, * es minimo local restringido del problema, y maximo local del
problema original, solucién 6ptima con valor objetivo

por lo que

—f (@) =1+15V2
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A. Resumen

— APENDICE A
Resumen

A.1 Tema 1: Errores
A.1.1 Generacion y propagacion de errores
Dados un nimero exacto, x, y su aproximacion, x* (redondeada: x g; truncada: x (), se definen

= error de z*

= error absoluto de z*

1B =|a" — 1|

= error relativo de =*

Se pueden ver las cotas de error segtn el tipo de representacion:

& Representacion redondeada:
u x 3¢ lv| < 1/2
flx)=zp=X uxp+p" u>0,|v|>1/2
ux =B u<0,|v] >1/2

5 cota del error
—v x B¢t lv] < 1/2

Er = 1-v)Bt uw>0;v|>1/2

(—1—v)Bt u<0;v]>1/2

= cota del error absoluto

|Er| <

ﬂe—t
2
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A.2. Tema 2: Algebra lineal numérica I A. Resumen

= cota del error relativo
1—¢

<2
ler| < 5

& Representacion truncada:
fl(z) =20 =uxp

5 cota del error
Ec=—-vx gt

5 cota del error absoluto
|Ec| = |v] x " < g

= cota del error relativo
@ —al g
E EIREYE

Otras definiciones de interés son:

& Un valor z* aproximado a z tiene k digitos fraccionarios exactos o correctos en base 3 si cumple:

* 1 —k
| —x!<§ﬂ

Aunque normalmente se suele hablar de digitos correctos, en algunos libros se habla de digitos exactos.
Si por ejemplo aproximamos el nimero m = 3.14159265 ... por 7* = 3.1416, el digito 6 sera correcto
pero no exacto si verifica la relacion anterior.

& Un valor z* aproximado a x tiene k digitos significativos en base 3 si cumple:

z* —x

1 1-k
< =
50

X

Visto de otra forma, sobre el nimero:

¥ = dn—l PN dldo . d_ld_g ce d,d

n digitos d digitos fraccionarios

~
n+d=1 digitos significativos

& También se puede definir un digito d; como digito significativo correcto (se entiende redondeado) si
cumple

1
|.T*—ZL'|SA(:L‘*)§§10k E<n-1

A.2 Tema 2: Algebra lineal numérica I

A.2.1 Factorizacion LU

Antes de aplicar los métodos de factorizacién LU, es recomendable asegurar que la factorizacién existe:

http://www.telecos-malaga.com 276 Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org)



A. Resumen A.2. Tema 2: Algebra lineal numérica I

& se llaman submatrices principales sucesivas a

ay; ... Qg

y menores principales sucesivos a los determinantes det (A4;) parai =1 : n.

© dada una matriz A de tamafio n X n, si det (4;) # 0 para¢ = 1 : n — 1, entonces la matriz admite
factorizacion LU con [;; = 1 0 u;; = 1 (condicidn suficiente)

® si la matriz es invertible y su factorizacién LU existe, entonces los menores principales sucesivos de la
matriz hasta el orden n — 1 son no nulos y la factorizacién es tnica (condicién necesaria y suficiente)

= Sidet (A;) = 0 para algin ¢, entonces det (A) = 0 y/o A no es factorizable LU

A.2.1.1 Método de Crout

Es un método de factorizacién LU, en el que se hacen los elementos de la diagonal principal de la matriz U
iguales a 1

lﬂ:aﬁ t1=1:n U11:1 uu:% 1=2:n
( j—1
lij:aij— E likukj Z:jn
k=1

J—1
k=1

\

A.2.1.2 Método de Doolittle

Es otro método de factorizacién LU, en el que se hacen los elementos de la diagonal principal de la matriz L
iguales a 1

U1; = a4 1=1:n l11:1 lﬂ:a#l 1=2:n

7j—1
uji:aji—lekuki Z:jn
k=1

7j—1
k=1

A.2.1.3 Método de Cholesky

& Se utiliza cuando la matriz del sistema es simétrica; A = A?
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A.2. Tema 2: Algebra lineal numérica I A. Resumen

& Una matriz A admite factorizacion Cholesky si y sélo si es definida positiva (sus menores principales
sucesivos son positivos: det (A;) > 0)

A=LL'
lll . 0 lll . lnl
A — . . . .
lnl lnn 0 lnn

7j—1
Sij < n; lijz (aij_zlikljk> /ljj 1=7+1:n
k=1

© La matriz admite factorizacion Cholesky con elementos reales si es semidefinida positiva, o si

l:etizzo l%lzanZO

A.2.2 Definiciones de normas matriciales y vectoriales

& Se definen las normas de un vector x € R" de la siguiente forma:

n
lzlly = |l
j=1

n %
Izl = { > ;[
j=1
] = miix |
= Norma matricial natural o inducida:
A
4] = sup 122 _ g 4y
#oHH =1
Norma 1:
HAwlll
4l = sup b= 1n§j|aﬂ|
Norma 2: "
1Al = sup 1222 _ SO = maxo
x#0 HwHQ i
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A. Resumen A.2. Tema 2: Algebra lineal numérica I

Norma infinito:

x ,
1Al = SL;p 1A , [ = méx E |aij]
T

2]l i=tm

El infimo de todas las normas matriciales que pueden definirse de A es el radio espectral de la matriz:

p(A) = 1”n”f | Al

A.2.3 Métodos iterativos

A.2.3.1 Métodos de punto fijo: definicion, consistencia y convergencia

x(3+1) — BI‘(S) +c B c Ran7 C E an S = 07 1, e

Teorema de consistencia del método de punto fijo. El método de punto fijo es consistente con un sistema de
ecuaciones Axr = b para una matriz A no singular si y sélo si I — B es no singulary ¢ = (I — B) A~'b. La
consistencia implica

solucion (A,b) = solucion (I — B,c) = A" 'b =2 = (I — B)~

La consistencia no asegura la convergencia.

Teorema de convergencia del método de punto fijo. El método de punto fijo, siendo consistente con un sistema,
converge a (I — B)f1 ¢, con cualquier vector inicial (%) si y sélo si p (B) < 1. Es condicién necesaria y
suficiente.

A.2.3.2 Cotas de error

& Para un método de punto fijo con matriz B se satisfacen las siguientes cotas de error:

HB”s—k (k+1) _ .(k)
o — 2@ < B 2Pl para k= 0,1, s — 1

| <IBI°

Hx*_w(s) * _w(O)H

Hay otras cotas que se pueden usar, por ejemplo una para determinar el nimero de iteraciones para
conseguir una cota dada, haciendo k£ = 0:

Hx _ @] < BIE ‘mm _w(mH

~ 1B

e O también una cota dinamica, que nos puede servir para programar un método y acotar el nimero de
iteraciones también por la cota de error (tolerancia):

Hx _ @ < Bl Hﬂs) _ x(s—l)“

~ 1Bl

= Cota de error a priori
IBI°" 2 ®+D — 2]

18]

<e
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A.2. Tema 2: Algebra lineal numérica I

A. Resumen

= Cota de error a posteriori

_1BITE 2 — 2]

* _ (s
‘x S 1B
* _ () IBIS, - [Ja®) — 2O
‘ z X 0o 1— HBHOO

A.2.3.3 Métodos de descomposicion o particion regular

& Los métodos clasicos de este tipo estan definidos para matrices A con elementos de la diagonal principal

no nulos y tienen la siguente particion:
A=D+L+R

Con D matriz diagonal, L triangular inferior y R triangular superior.

al 0 e 0 0 0 ... 0
0 a2 0 ag1 0 0
D= ‘ L = R=
0 ... ... apn apl Qp2 ... O
A.2.3.4 Método de Jacobi
& La descomposicion es
M=D N=—-(L+R)
& Por lo que la matriz del método es
By=-D"'(L+R)
& El célculo del vector en cada iteracion es
2D = DY (R+L)z® + D™
= Ciélculo de cada componente:
i—1 n
DR I
x(s—i—l) _ Jj=1 Jj=i+1 i=1:n

? .
Qg

det (—D)det (~D™' (L+ R) — X\I) =det (AD+ L+ R) =0

a2 ... Qin
0 .o Q9np
0 ... 0

& Por lo que hay que multiplicar por A sélo las componentes de la diagonal principal de A para calcular los

autovalores a partir del polinomio caracteristico.
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A. Resumen A.2. Tema 2: Algebra lineal numérica I

A.2.3.5 Método de Gauss-Seidel

& Las componentes ya calculadas se usan para calcular las siguientes en la misma iteracion. Acelera la
convergencia, sin embargo no se puede asegurar que en general sea mejor que Jacobi.

& En este caso la descomposicion es

M=D+1L N=-R

= Y la matriz del método

Bes=—(D+L)"'R

& El calculo del vector en cada iteracion es

$(8+1) _ —D_1L$(S+1) o D_lR.%'(S) + D—lb

& Para el célculo de cada componente se usa la férmula:

i—1 n
A (s+1) ()
b; — g @ijT; — E @ijT;
j=1 j=i+1 )
= 1=1:n
Qi

x§s+1)

det (\D + AL+ R) =0

Hay que multiplicar las componentes de las matrices Dy L por A para obtener el polinomio caracteristico
y extraer los autovalores.

A.2.3.6 Teoremas de convergencia

= Matriz de diagonal dominante: Se dice que una matriz A es de diagonal dominante estrictamente (por

filas) si cumple:
n
|aii| > Z |aij| Vi
j=1

i
El elemento de la diagonal principal en valor absoluto es mayor que la suma de los valores absolutos de
los elementos restantes de la fila.

= Si en un sistema Az = b es la matriz A de diagonal dominante estrictamente, entonces los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel convergen a la solucién del sistema

& Sea un sistema Ax = b siendo A simétrica definida positivay A = M — N. Si M es invertible, entonces
el método de descomposicién regular

.I(S+1) _ M_lNl'(S) +M_1b
converge a la solucion si la matriz M* + N es definida positiva.

= Dada A simétrica tal que M* 4 N es definida positiva, el método es convergente si y sélo si A es definida
positiva.

& Casos particulares:

iz Método de Jacobi:
M+ N=D-L—-R+#A
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A.3. Tema 3: Algebra lineal numérica I A. Resumen

iz Método de Gauss-Seidel:
M+ N=D+L'—R=D+L'—L'=D
dado que A es simétrica, R = L*

Teorema de Stein-Rosenberg (convergencia de Jacobi y Gauss-Seidel). Si se tiene un sistema Az = b con A
tal que a;; > Oparai = 1 : nya;; < 0parai # j, entonces se cumple una y sélo una de las siguientes
posibilidades:

1. 0<p(Bgs) < p(By) < 1,con loque convergen ambos métodos.
2. 0=p(Bgs) = p(By), con lo que también convergen ambos.
3. 1< p(By) < p(Bgs), conlo que no converge ninguno.

( )

4. 1= p(Bgs) = p(By), tampoco converge ninguno.

A.3 Tema 3: Algebra lineal numérica II

A.3.1 Localizacion de autovalores

Teorema de los circulos de Gerschgorin. Dada una matriz A real y cuadrada de orden n, y definiendo el
dominio unién de los circulos de Gerschgorin:

n

D:UC'i Ci={2€C/|z—a;| <r} ri:Z|aij| i=1:n
_ g
i

Si A es un autovalor, entonces esta dentro del dominio D.

& El centro de los circulos de Gerschgorin son las componentes de la diagonal principal en cada fila, y los
radios la suma de los elementos de la fila exceptuando el de la diagonal principal.

& Cualquier punto del plano complejo que caiga fuera de los circulos de Gerschgorin no sera autovalor,
mientras que en un circulo de Gerschgorin aislado habrd un tinico autovalor.

& Si A es de diagonal dominante estrictamente, es invertible. Por otro lado, A— Al no puede ser de diagonal
dominante.

Teorema de Brauer. Dada la matriz A real y cuadrada de orden n, y un entero mtalque 1 <m <ny

|@mm — aii| > om+0o; i=1:n,i#m
En ese caso, el circulo de Gerschgorin C,,, = {z € C /|2 — aymm| < o} es disjunto de los demas circulos de
Gerschgorin, y contiene un tnico autovalor de la matriz A.
A.3.2 Cilculo del polinomio caracteristico

& El polinomio caracteristico es

p(A) = [A=M|= (1" (A" +p A"+ )
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A. Resumen A.3. Tema 3: Algebra lineal numérica IT

A.3.2.1 Numero de condicién para el cdlculo de autovalores

& Sélo para matrices diagonalizables:

VAV =D

= El ndmero de condicion es

Ne = V]|V~

& Las matrices simétricas son bien condicionadas, ya que hemos dicho antes que toda matriz real simétrica
(o compleja hermitica) es diagonalizable por semejanza ortogonal, por lo que

v =1

A.3.2.2 Método de Le-Verrier

& Utiliza la relacion entre las raices de una ecuacion y sus coeficientes (relaciones de Newton):

b1 = —81

Pe=—% Sk +pise1+. +peas) k=2:n

N ko k
Sk = ;)\Z traza (A >

& Los s se obtienen como suma de los autovalores de potencias de la matriz A (que es también la suma de
los elementos de la diagonal principal de la matriz).

= Se puede seguir el siguiente esquema:
1. Determinar las potencias de la matriz A
A0 AL A% A
2. Calcular las trazas como la suma de los elementos de la diagonal principal de A
s1 =traza (A), s = traza (AQ) yevy Sy =traza (A")
3. A continuacidn se obtienen los coeficientes del polinomio caracteristico de la forma
b1 = =81

p2 = — (s2 +p1s1) /2

Pn=—(Sn +P1Sn—1+ ... +Dn_151) /1
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A.3. Tema 3: Algebra lineal numérica I A. Resumen

A.3.2.3 Método de Faddeev-Souriau

e Es una modificacién del método anterior que reorganiza el cdlculo. Partiendo de By = Ij;:

A1 = ABy p1 = —traza (A;) By = A1 +pil,
Ay = AB p2 = —LLZZ(AQ) By = Az + pa21Iy
Ay = ABy 1 py, = —TezelAe) By = Ay + prln

Al final del proceso, en virtud del teorema de Cayley-Hamilton, By = 0.

A.3.2.4 Si A es tridiagonal

al Co 0

bg as ... 0

A=1 . , .

0 b, an
al—)\ (&) 0

A-a o= | 2o =
0 .o by oap— A

al—)\

= (an—\)[An_g — M| — by, A —

= (an = A) pn—1(A) = bncnpp—2 (A)
Entonces, queda, para los polinomios sucesivos:
po(A) =1
p1(A) =a; — A
pr(A) = (ak — A) pr—1 (A) — brcgpr—2 (A) k=2:n

Para que funcione el método, deben ser todos los b; # 0. Si hay algin b, = 0 se hace por bloques:

A= ( ) = det (A — \I) = det (B — \I) det (C' — \I)
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A. Resumen A.3. Tema 3: Algebra lineal numérica IT

A.3.2.5 Si A es Hessenberg superior

Una matriz Hessenberg superior es una matriz triangular superior que también tiene elementos en la subdiagonal
principal:

ail a2 ... Qip
bg a2 ... Q2n

A =
0 ... by, apm

Con todos los b; # O parat = 2 : n.

Al resolver el problema de autovalores (para n = 4):

a1 a2 a3 a4 x1 x1
by azx a3 any T2 | | 22
0 b3 asz as x3 3
0 0 b4 aq4 Xyq Ty

Se tiene un sistema compatible indeterminado. Por tanto, lo que se hace es darle un valor a x4, por ejemplo

x4 =1=3s4(N)
Seguimos resolviendo y tenemos

1
b4:r33+a44:)\:>x3:a()\—a44)553()\)

bsxo + aszss ()\) + a3484 ()\) = \s3 ()\)

= bi (A —as3) s3(N) —asasa (X)) = s2(N)
3

box1 + 9989 ()\) + ao3s3 ()\) + a92484 ()\) = A\S9 ()\)

= i (A = ag2) s2 (X) — assss (N) — agqss (N)) = 51 ()

a1181 ()\) + a12892 ()\) + aizas ()\) + a1484 ()\) = \s$1 ()\)
C ((/\ — an) S11 ()\) — 1289 ()\) — 1383 ()\) — Q1484 ()\)) =0

Z2

T

Siendo c una constante por determinar. El coeficiente de A" que nos queda es

C
bab3by

Yy como queremos que se€a 1, entonces
Cc = b2b3b4

Si alguno de los b; es nulo, se puede hacer como en el caso de tridiagonal, por bloques.

Lo que hemos hecho se llama método de Hyman, que, para el caso general, queda la siguiente recurrencia

sn(N) =1

(akk — A) s (A) + Z ag;s;j (A)
Sk—1 (A) = — o j=k+1 k=n:-1:2

Si b # 0. Si se tiene b; = 0 para algin ¢, se pueden hacer las recurrencias de las submatrices cuadradas
principales.

Carlos Garcia Argos (garcia@ieee.org) 285 http://www.telecos-malaga.com



A.4. Tema 4: Interpolacién y aproximacion A. Resumen

A.4 Tema 4: Interpolacion y aproximacion

A.4.1 Interpolacién polinomial

A.4.1.1 Interpolacion de Lagrange

= Usamos una base {lo (x),l1 (x),...,l, (z)} para el espacio P, de forma que:

p(@) =yl (@)
k=0

p(i) =Y urle (z:) = yi
k=0

) = (@ 20) (@ = wi) (@~ Tig1) - (2 — @)
() (i —x0) (% — xi—1) (T — Tig1) -+ (@5 — Tn)

= Y si escribimos 6,41 (x) = (x — ) - - - (x — x,,), nos queda:

9n+1 (‘T)
(@ — i) 0,11 (i)

A.4.1.2 Interpolacion de Newton

= Diferencias divididas:

con

Flag) = f (2i,) = f 24, 20,] =
& Polinomio de interpolacion:

pn (z) = flwo] + f [x0, 21] (x — 20) + ... + fl20, 21, -, 28] (T — 0) (T — 1) -+ (T — Tp1)

Neville

Esquema de las diferencias divididas sucesivas:

zo | f [zo]

w1 | flo]  f[xo, 7]

zo | flza]  flzi,ze]  flxo,x1,x2]

w3 | flzs]  flre, 23] flzy,wo,23]  f (w0, 21,72, 23]
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A. Resumen A.4. Tema 4: Interpolacién y aproximacion

Aitken

Esquema de las diferencias divididas

zo | f[zo]

z1 | flra]  flxo,z1]

x| flxa]  flro, @] flxo, 71, 22]

z3 | flzs]  flzo,zs]  flvo,z1,23]  f 20,71, 22, 23]

La tnica diferencia que hay entre ambos es al implementarlo, ya que en Neville no se podria sobreescribir
f[z1,z2] con f[zg, z1, x2] porque f [x1,x2,x3] necesita el valor de f [z, x2], mientras que en el esquema de
Aitken si que se podria sobreescribir, ya que al calcular f [xg,x2, 23] se usa f [zo, 1]y f [z0, 23], por lo que
se puede ahorrar en memoria sobreescribiendo valores.

Al fin y al cabo, los valores que interesan son los que estdn formando la diagonal del esquema.

A.4.1.3 Error de interpolacién

& Llamamos error de interpolacion a la diferencia entre la funcién y el polinomio de orden n:

|BE@) =f@) —pa®) = floo, - 0,7 On11 (2)]

n+1)
E, (z) = %Tl()g!)enﬂ ()

A.4.2 Interpolacion osculatoria (Hermite)

e Los polinomios de Hermite se dan cuando se conocen la funcién y la primera derivada en cada punto.
Este es un caso frecuente.

& El grado del polinomio sera

n=2m+1

& Se dan diferencias divididas con puntos coincidentes, ya que se conoce mas de un dato por cada punto:

f |:ZC k+1 iE:|
& Para construir el polinomio se crean unos nodos ficticios duplicados:

R2 = R2i+1 = X4
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A.5. Tema 5: Derivacion e integracién numéricas

A. Resumen

A.4.2.1 Expresion de Newton

Popy1(z) = flxo] + flzo, 0] (x — 20)
+  f [wo, 0, 21] (x — @0)°

+ flxo,xo,z1,21] (2 — x0)2 (x — 1)

+ f [anl‘Oal‘la'rla cee w'Ena-Tn] (:L' - xO)z e (:E - xnfl)z (l‘ - LEn)

A.4.2.2 Expresion de Lagrange

Ponyr (2) =Y f (@) Hi (x) + Y f' (i) Hi ()
i=0 i=0
Con H; y H ; a determinar:

Hj(z) = (1 —2(z — ) L;w' (%)) L%,j (z)

~

Hj(x) = (x — zj) L%,j (z)

A.5 Tema 5: Derivacion e integracion numéricas

A.5.1 Derivacion

& Pretendemos aproximar la derivada de orden & de una funcién en un punto « con una férmula lineal

F® (@) = Aif (1)
=0

= Meétodo de los coeficientes indeterminados: consiste en hacer que la férmula lineal sea exacta para los
polinomios x? siendo j = 0 : [, con [ el grado mas alto posible, obteniéndose un sistema lineal para

calcular los coeficientes A;

n
Dbl =3 Azl j=0,1,2,...
=0

® Una férmula de derivacién numérica es de grado de exactitud ¢ si g es el menor entero positivo para el
que la formula es exacta para todo polinomio de grado no mayor que ¢ y no exacta para algtin polinomio

de grado g + 1
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A. Resumen A.S5. Tema 5: Derivacidn e integraciéon numéricas

= Formulas de derivacion numérica:

(@) = f(aJrh}Z*f(a) _ %f(2) (c)

f/ (a) _ *3f(a)+4f(0£;lrh)*f(a+2h) + %Qf(fi) (C)

Férmula progresiva 3 puntos

(o) = f(o‘_Zh)_4J;(}la_h)+3f(O‘) + %Qf(g’) (¢)  Formula regresiva 3 puntos
(o) = %,W — %2 @ (e) Férmula centrada

& Las formulas de derivacidén son inestables

= Error de discretizacion para una férmula obtenida con condiciones de exactitud

fU Q)

E p—
CT g+ 1)

A.5.2 Integracion

© Pretendemos ahora aproximar la integral de una funcién mediante una funcién lineal de la forma
b n
[ e =Y At @)
a i=0
= Meétodo de los coeficientes indeterminados:

b n
/ w(x)xldm:ZAkxz, i=0,1,2,...
@ k=0

= Error de discretizacion:

St (€ ()
Fo=gwr ©
= Formulas de Newton-Cotes:
x1 3
/ f(z)dr = g (f (zo) + f(21)) — %f(z) (c) Trapecios
. h L ‘
|7 @de = 57 o)+ 4F (@) + £ (w2) - g5 £ ) Simpson

x3 5
[ @ e =57 (o0) 437 (00) + 3 (22) + £ (00)) — 57V () Simpson 35

/ml f(z)dz =2hf (x9) + %3]’(2) (c) Punto medio

& Las férmulas de integracién son estables

& Formulas de Gauss: formulas de cuadratura superexactas, grado de exactitud maximo 2n + 1. Requiere
una eleccién de los puntos z; y de los coeficientes A; especial. Procedimiento:
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A.6. Tema 6: Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias A. Resumen

1. Dado el polinomio
Ony1 (z) = 2" aga™ + ..+ angy

2. Se monta el siguiente sistema de ecuaciones lineales para calcular los coeficientes, con j =0: n
ay / w () 2" 2! dr+as / w(z) 2" tadda. . Aan / w(zr)x!de = — / w (z) 2"l da
a a a a

Se resuelve el sistema determinando el polinomio 6,1 (), ortogonal a todos los xd
4. Se obtienen los x; como raices de 6,11 (x) =0

5. Se calculan los A; por el método de los coeficientes indeterminados (por ejemplo), para obtener la
férmula interpolatoria

A.5.3 Extrapolacion de Richardson

& Aplicable a métodos de derivacidn e integracién

Fyy1(h) = Gk (};22)__1 Fle (h) k=1:m

siendo O (h?) el orden del método Fj, (h)

A.6 Tema 6: Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias

A.6.1 Métodos unipaso

= Son de la forma

q
Yirt =yi+h Y ek =i+ ho (t,y, D)

r=1

con

r—1
klzf(tivyi) kr:f<ti+arh7yi+hzbrsks> TZZ:Q

s=1

escogiéndose a,, ¢, y b.s de forma que el método sea consistente del mayor orden posible

= Son métodos conocidos como Runge-Kutta, notados como RK, siendo p el orden méximo y g el niimero
de evaluaciones de la funcién necesarias. Para ¢ < 5, p = ¢, paraq = 5,6,7esp =q — lyparaq > 8
esp=q—2

& Para que el método sea consistente de orden p > 1 (vélido para los Runge-Kutta)

& En general, el método es consistente si
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A. Resumen A.7. Tema 7: Resolucién de ecuaciones no lineales

A.6.2 Métodos multipaso

& Necesitan m evaluaciones previas de la funcién, que se obtendrdn con métodos unipaso (preparacién del
principio de tabla)

& Son de la forma

m m
Yir1 = Z rYit1—r + h Z brf (tis1—r, Yir1—r)
r=1 r=0

Si by = 0 se llama explicito, mientras que si by # 0 implicito (predictor-corrector)

= La consistencia del método viene dada por

m
1-— g a, =0 condicién necesaria
r=1
m m
m— E (m—r)a, = E by condicién suficiente
r=1 r=0

& La consistencia en funcidn de los polinomios caracteristicos se puede expresar como

p(1)=0 pA) = A" —a A — a2 — L —ay,

= El método es de orden p si

m

mk“—Zar(m—r)kH:(k—i—l)Zbr(m—?")k k=1:p
r=1 r=0

A.7 Tema 7: Resolucion de ecuaciones no lineales

A.7.1 Métodos bracketing

& En estos métodos se construye una sucesion de intervalos de forma que cada intervalo esté contenido en
el anterior y que haya al menos una raiz en ellos

= Meétodo de biparticion: si f es continua en [a,b] y f (a) f (b) < 0, existe un punto h € (a,b) tal que
f(h) = 0, por lo que se toma ¢ = (a+ b) /2 y se continda con el intervalo [a, ] o [c,b], segin sea
f(a)f(c)<0o f(c) f(b) <0 respectivamente

= Meétodo de la regula falsi: mismo procedimiento que biparticioén, pero
b @-af @)
fla) = f(b)
A.7.2 Métodos de aproximaciones sucesivas

& Punto fijo
Ts11 = g (s)
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A.7. Tema 7: Resolucién de ecuaciones no lineales

A. Resumen

= Método de Newton:

sy = 20— f(zs)
I ()
= Método de la secante: F ()
xT
R TP ey e R
= Método de Steffensen: )
bt — gy @)

f s+ f(xs) — f(xs)

& Convergencia: para que un método de punto fijo sea convergente (y lo serd para cualquier punto inicial

xo € |a, b)), debe cumplir

1. ¢g([a,b]) C [a,b]
2. gderivable en [a,b] y |¢’ (z)| < K < 1 paratodo = € [a, ]

& Se verifica en caso de convergencia la siguiente estimacién de error

S—Tr

—1
1-K "

[Zs41 — 2] < |Tri1 — 2|

& Determinar nimero de iteraciones s para ¢ decimales exactos:

s

1-K

* 1 —t
|zs — ™| < \xl—m0]<§10

& Numero de iteraciones s para t digitos significativos:

|xs — ¥ K»

< —$0| 1
T 1-K

< =10+t
|z 2

|21

||

A.7.3 Ecuaciones algebraicas

© Siz € Cesraizde p(z) = 0, se cumple que

.S

1= En una circunferencia de radio r estdn contenidas todas las raices complejas de p:

Amaz

|ao|

2] <1+

donde a = max |a;
max 1§i§n’ z‘

1= Si ninguna raiz es nula (a,, # 0), todas las raices estan fuera del circulo

1
‘Z‘ = 1+ oz
lan]
donde @} .. = max |a;
max 0<i<n—1 | Z|
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A. Resumen A.8. Tema 8: Métodos numéricos de optimizacién

= Regla de Laguerre-Thibault:
p(x)=(z—L) (box" ' +b1z" >+ ...+ by_1) +p (L)

Sea L > 0/b; > 0 Viyp(L) > 0. Entonces siz > Ly p(z) > 0, L es cota superior de las raices
reales positivas.

Se pueden obtener cotas inferiores para las raices negativas haciendo x ~» —xz y las cotas inferiores para
las positivas con x ~» 1/x.

Otra forma de expresar esta regla es: dado L > 0, si los coeficientes del polinomio

p(z)
r— L

son positivos y p (L) > 0, L es cota superior de las raices positivas de la ecuacién p (x) =0

= Regla de Descartes:
Ny =N,—-2

donde NV, es el niimero de raices reales positivas, /N5 el nimero de cambios de signo de la sucesién
apg,aly...,0n

A.8 Tema 8: Métodos numéricos de optimizacion

A.8.1 Optimizacién no restringida: métodos iterativos de descenso
& Se dice que un punto z* € R" es minimo local si cumple
de > 0/f (z¥) < f(x) Vo € B(z%,e) ={z/||lx —z*|| <&}

estricto si ademas
Je > 0/f (%) < f () Vz € B(x* ) — {a*}

& Se llama puntos criticos o estacionarios a los que cumplen la condicién de primer orden
Vf(x)=0
= Puntos de silla son los puntos criticos que no son maximos ni minimos
1= Condiciones necesarias de minimo local:
Vf(z*)=0
V2f (z*) semidefinida positiva
1= Condiciones suficientes de minimo local estricto:
Vf(z*)=0
V2f (z*) definida positiva
= En los puntos de silla, V2 f (z) es indefinida.

= Método de descenso:

f (x(s+1)) <f <x(s)> = 20+t = 208 4 o,d®) siendo d(s)tVf <x(s)> <0
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A.8. Tema 8: Métodos numéricos de optimizacién A. Resumen

= biisqueda en linea exacta:
A&V f (z)
d)'V2f (2) d)

s =

1= Método del gradiente:
d® = _vy <x(s))

1= Método de Newton:
de) = — (VZf (m(5)>>71 Vf (x(s)) as = 1 0 con linea aproximada

Convergencia cuadritica para z(?) suficientemente cerca de la solucién

A.8.2 Programacion no lineal

& Se minimiza con restricciones

gi(x)>0 i=1:m

& Llamamos F al conjunto de puntos que cumplen las restricciones. A todo punto x € F se le llama punto
factible, por lo que a F se le llama region factible.

& Definimos la funcién Lagrangiana asociada al problema de programacién no lineal como

t

Lz, ) = f(x) = > Aihi (@) =Y Nigigi (2)
=1

i=1

siendo

A=(M A oo Aegm )

el vector de multiplicadores de Lagrange.

® Definicién de minimo local restringido

@) </ VeeB@e 17

= Restriccion activa en un punto: una restriccién h; (x) (de igualdad) o g; (x) en un punto x € F es activa
si

En el problema de programacién no lineal se buscan sélo los puntos activos que minimizan la funcién,
no los puntos de la region factible que lo hagan

© Definimos el arco de curva diferenciable y factible x ({) € F como una aplicacién z (§) : R — R".

e Condiciones necesarias de minimo local restringido:

p'Vf(z*) =0

zt <v2f (@) = Y NVPhi (%) = > Ay Vi (ﬁ)) Za>0
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A. Resumen A.8. Tema 8: Métodos numéricos de optimizacién

= Llamamos direcciones factibles a
p=1a'(0)

= Condicion de optimalidad de primer orden

Si algtin \; es negativo, entonces no es minimo local restringido

& Condicion de optimalidad de segundo orden:

ZY ( Z)\ V2h; Z)\sz gi ( ) Zx >0

Esto lo hemos hecho suponiendo que A 4 tiene rango completo por columnas, asi serdn vélidas las con-
diciones. Ahora vamos a resumir las condiciones.

e Condiciones suficientes de minimo local restringido:

PV (z*) =0

( Z)\VQ Z)\HZV i ( )ZA>O

= Un par (z*,\) es un par Kuhn-Tucker para el problema de programacién no lineal dado si z* € F'y
ademads se satisface

V.L(z",A) =0 Aty; > Oparai=1:m Atyigi (x¥) =0parai=1:m
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