Transparencias de Comunicaciones Analdgicas 3° . Telecomunicacion.
Tema 1. Teoria de la Informacién

Clasificacion de codigos

No bloque
Codigos .
. Singular
bloque — e
P
No univoco
No Singular .—g—u-l-nl——.
SRS . .
No instantaneo
e @)
|
instantaneo
A
Ejemplos de cédigos
Simbolos Cédigo A Cédigo B Cédigo C Cédigo D
de la fuente
S 0 0 0 0
2 11 11 10 100
S3 00 00 110 110
S4 11 01 11 11
Singular No univeco | No univoco No univoco
Inec.Kraft No No No Si
Simbolos Cédigo E Cédigo F Cédigo G Cédigo H
de la fuente
S 0 00 0 0
Sz 01 01 10 10
S3 011 10 110 110
S4 0111 11 1110 111
Univoco Instantineo | Instantineo Instantineo
Inec.Kraft Si Si Si Si




Transparencias de Comunicaciones Analogicas 3° LTelecomunicacion.
Tema 1. Teoria de Ia Informacién

Codificacién Huffman
REDUCCER D T EnTE
Fuente original Fuentes reducidas
Simbolos Probabilidades S S S S4
$1 0.4 0.4 0.4 0.4 0.6
$2 0.3 0.3 0.3 0.3 ]_j_> 0.4
S3 0.1 0.1 0.2 }_r-b 0.3
84 0.1 0.1 J_J+ 0.1
85 0.06 0.1
S 0.04
Con T o A& e
Fuente original Fuentes reducidas
Simbolos Prebabilidades Sy S, S;3 S
$1 0.4 1 0.4 1 04 1 04 1 06 0
Sy 0.3 00 03 00 03 00 0.3 00] ‘ 04 1
83 0.1 0100 0.1 o011 0.2 010 03 01
84 0.1 0101 0.1 0100 ]_r 0.1 011
S5 0.06 0110 0.1 0101
S6 0.04 0111




Transparencias de Comunicaciones Analégicas 3° L Telecomunicacion,
Tema 1. Teoria de la Informacién

Ejemplo codificacion segin algoritmo Lempel-Ziv

Secuencia a codificar: 001001100100110

Ls=8 n=16 Le=1 +ceil[log(16-8) ] + ceil[log(8)] =7

A B Px Ix
00000000 | 00100110 000] 010 |1

[y

00000001 | 00110010 101 011 |1

00010011} 00100110 001] 111 |0
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Transparencias de Comunicaciones Analbgicas 3° LTelecomunicacion,
Tema 1. Teoria de Ia Informacién

Ejemplos de canales

Canal sin ruido 9 ,
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Canal determinante r . . cero
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Transparencias de Comunicaciones Anal6gicas 3° I.Telecormnicacion.
Tema 1. Teoria de la Informacién

Canal uniforme ‘
G -g.‘ (<; <y > — T-x &‘u-u:v‘Lasx\_Q; e C‘Q« (::s_ T}ﬂ\ A2 Py

1/3 1/6 1/2
1/2 1/3 1/6
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Transparencias de Comunicaciones Analégicas 3° LTelecomunicacion.
Tema 1. Teoria de la Informacién

Ejemplo de Canal Uniforme. Calculo de la capacidad

Lo —— Qb b2, by
3 6 2 2 ou ,/i"l»] &_,»-417
l l _]_ p(al) =W -Uu (Clz 5 - W —
2 3 6 r .
e wa gL W(OC e W f;(ue
p(by) = w/3 + (1-w)/2 _‘ : i
p(b2) =w/6 + (1-w)/3 | V¢ C)«vgﬂe r\aQ> L ‘F (\02, 1= f(bs )
p(b3) = w/2 + (1-w)/6
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Transparencias de Comunicaciones Analdgicas 3° I.Telecomunicacion.
Tema 1. Teoria de la Informacién

Codificacion por Repeticion
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UNIVERSIDAD DE MALAGA

DEPARTAMENTO DE
INGENIER{A DE COMUNICACIONES

RELACION DE PROBLEMAS DE COMUNICACIONES ANALOGICAS
TEMA I: TEORIA DE LA INFORMACION

Dos fuentes de memoria nula, S; y S,, tienen q; y g, simbolos, respectivamente. Los
simbolos de S; se representan con probabilidades P;,i= 1, 2,....,q;losde S; con Q;, =1,
2, ..., Q2; las entropias de ambas son H; y H,, respectivamente. Una nueva fuente de
memoria nula S(A), compuesta de S; y S, estd formada por q; + q, simbolos. Los q;
primeros simbolos de S(A) tieme probabilidades APi, i = 1,2,..qi, y los Gltimos
probabilidades (1- A)Q;,i=1, 2, ..,q2.

a) Demuestre que H[S(A)] = AH; + (1-A)H, + H(A) dando una interpretacion a esta
igualdad.

b) Exprese A, valor de A que hace maximo a H[S(\)], en funcién de H; y H;. Calcular
H[S(Ao)].

Sea Sy la extension de tercer orden de una fuente binaria de memoria nula, cuya
probabilidad de emitir un 0 es igual a p. Otra fuente, S, observa las salidas de Sy, emitiendo
un 0, 1, 2 6 3 segun la salida de Sp contenga 0, 1, 2 6 3 ceros.

a) Calcule H(Sy).
b) Calcule H(S).
¢) Calcule H(So) — H(S). Interprete el significado de esta diferencia de entropias.

Sea X una variable aleatoria de distribuciéon geométrica, cuya probabilidad viene definida
por: P(X=k) = p(1-p)*' con k=1,2,3,... ‘

a) Determine H(X)
b) Si se sabe que X > K donde K en entero positivo, jcual es la entropia de X?

Demuestre que si Y = g(X) donde g es una funcion determinista, entonces H(Y/X)=0.
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Las palabras de un c6digo instantdneo tiene longitudes li, b,.,l,, que satisfacen la
inecuacion: .

q

Zr‘l‘ <1

i=1
Su alfabeto es X = {x1, X2, ..., X} . Demuestre que existen secuencias de simbolos x;1, Xi2,
Xi3... que no pueden ser decodificadas en secuencias de palabras.

Una secuencia de simbolos de S” se codifica en un alfabeto X = {xy, X, ..., X1}, segln el
método de Huffman. El resultado puede considerarse una nueva fuente de informacién de
alfabeto X. Demuestre que la probabilidad de los simbolos x; de la nueva fuente tiende a 1/r
al crecer n. ‘ '

B}

Dada la tabla:

S St |S2  [S3  [Ssa IS5 S6 87

P(s) /3 113 (19 |19 (1727 1/27 1/27
a) Calcule H(S) y Hs(S) - :
b) Encuentre cédigos compactos de H(S) cuando X = {0,1} y X = {0,1,2}
¢) Calcule el valor de L en ambos casos.

a) Determinese cual de los siguientes conjuntos de longitudes son vélidas para un
c6digo univoco binario. | ' ~ .

Longitud de la palabra |; 1 2 3 4 5
N° de palabras de longitud }; por codigo:

Codigo A 0 0 5 0 0
Cédigo B 1 1 1 2 0
Coédigo C 0 2 3 0 0
Codigo D 1 2 0 2 0
Codigo E 1 1 3 0 0

b) Para una fuente de simbolos xi.....Xs con probabilidades 1/2 ,1/4,1/8,1/16, 1/16,
construir con cada conjunto de longitudes valido un cédigo instantineo y hallar su
longitud media.

©) Alguno de estos codigos es de Huffman?



| L9. Sean P, y P, las matrices de dos canales de alfabetos de entrada A; y A, y de salida B; y B,
respectivamente. Formar una nueva matriz P de alfabeto de entrada
A=A, UA; ydesalida B=B; U B, como se muestra a continuacioén:
n o
P=
0 P

O representa una matriz de elementos nulos.
Sea P(a;) 1a probabilidad de un simbolo de entrada a; e A. Supongamos

0= P@) 0, =D Pa)

Q; es la probabilidad de que un simbolo de A; sea enviado. Sean C;, C, y C las
capacidades respectivas de P;, P, y P.
a) Calcule los valores de Q; (en funcion de C; y C;) que dan lugar a la capacidad del
canal P,

b) Calcule C en funcién de C, y C,.

¢) Generalice los resultados de a) y b) al caso en se combinan n canales, en lugar de
dos.

d) Calcule la capacidad de los siguientes canales a partir de los clculos anteriores:

pp 00 100
pop 00 ’0 P p
0 0 p
P Pl io P P
0 0 p p
{
i L10. Encuentre la capacidad del canal siguiente:
05 03 02
02 05 03
03 02 05

V 111, X es una fuente binaria sin memoria con p(X=0) = 0.2. Esta fuente es transmitida por canal
binario simétrico con p = 0.02.

a) Si se conecta la fuente directamente al canal sin hacer ninguna codificacion, ;cual
es la probabilidad de error en el destino?

b) Si se utiliza codificacién, jcual es la minima probabilidad de error que se puede
alcanzar?

¢) Para qué valores de p es posible la transmision sin errores.



/
¢ 1.12. Calcule la capacidad del siguiente canal y la distribucién de entrada que la consigue:
1 0

0.5 05
05 05

/113, Obtenga las reglas de decisién 6ptima y de méxima verosimilitud para el canal de la figura
adjunta, e indique la probabilidad de error en cada caso. Las probabilidades de ocurrencia
de los simbolos del alfabeto fuente son:

P)=02 : P®=05 ; P)=03

0.7

Y/ 114,

a) Demuestre que de entre todas las variables aleatorias continuas de varianza o7, la
variable aleatoria de distribuciéon Gaussiana es la que tiene méxima entropia. Para
ello definir dos distribuciones: una arbitraria y otra gaussiana; y usar la
aproximaci6n Inx <x-1.

b) Demuestre que de entre todas las variables aleatorias continuas distribuidas sobre el
eje real positivo y que tienen media m, la variable aleatoria de distribucion
exponencial es la que tiene mayor entropia. Seguir un proceso similar al apartado a)

¢) Demuestre que de entre todas las variables aleatorias continuas distribuidas en un
intervalo finito, la variable aleatoria de distribucion uniforme es la que tiene mayor
entropia. Seguir un proceso similar a los apartados anteriores.
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El canal C; es un canal con ruido gaussiano aditivo y un ancho de banda W, la potencia

transmitida es P, y la densidad espectral de potencia del ruido es Ny/2. El canal C; es un
canal con ruido gaussiano aditivo con el mismo ancho de banda y potencia transmitida que
C, pero la densidad espectral de potencia del ruido es S.(f). Se asume que la potencia de
ruido total de ambos canales es la misma, es decir:

[s.nar =7, Zear =ngw

{Qué canal tendra mayor capacidad? D¢ una respuesta intuitiva.

Un canal radio tiene una respuesta en frecuencia C(f). En la figura adjunta se representa la
inversa del médulo al cuadrado de dicha respuesta. El ruido a la entrada del receptor se
puede considerar AWGN con un valor de su densidad espectral de potencia de 10" w/Hz.
El transmisor dispone de 1 w de potencia.

a) Obtenga y dibuje la densidad espectral de potencia a la salida del transmisor que
permite alcanzar la capacidad del canal.

b) Indique el procedimiento para calcular la capacidad del canal.

@M

2,108

10°

1 2 3 4 f(MH)

Dada una fuente sin memoria de 3 simbolos, que ocurren con probabilidades 1/2, 1/3 y 1/6.

a) Haga una codificacion Huffman binaria de la fuente y calcule el rendimiento del cédigo
construido.

b) Haga lo mismo para la extension 2 de 1a fuente.

¢) Compare y comente los resultados. ;Cuél es el limite del rendimiento cuando se reitera
indefinidamente dicho proceso?

d) (Qué tipo de codigos produce la codificacion Huffman? Indique su nombre y
significado.
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L19.

Considere un canal BSC con matriz:

n-? 7
pr ;
Sea q la probabilidad de que el simbolo de entrada sea cero.
a) Especifique todas las posibles reglas de decisién
b) Especifique, en funcién de p y q la decisién optima.

¢) Represente grificamente, en el plano formado por las variables p y q, la regiones en que
la decisi6n optima se corresponde con cada una de las reglas enumeradas en el apartado

a).

Considere un canal BSC con matriz:

iy

Dicho canal se utiliza para transmitir simbolos de un alfabeto de cuatro elementos. Para ello
los simbolos se codifican usando dos bits méas un tercero de paridad (de forma que el
niimero de unos en la palabra c6digo de cuatro bits sea siempre par).

Tras recibir por el canal BSC los tres bits de informacién correspondiente a una palabra
cbdigo, el decodificador actfia del siguiente modo:

Si el niimero de unos es par, decodifica el simbolo que corresponda.
Si el nfimero de unos es impar, indica error.

Considere ahora el canal discreto que resulta de agregar el codificador y decodificador
descrito, junto al canal BSC.

a) Detalle los elementos del nuevo canal: alfabetos de entrada y salida y matriz de
probabilidades de transicion.

b) Calcule la probabilidad del simbolo error.
¢) Indique de que tipo de canal se trata y calcule su capacidad.

d) Compare los valores numéricos de la capacidad y la probabilidad de error del canal
resultante con la del BSC que lo soporta, cuando p=10"". Comente los resultados
obtenidos.



L.20.

L.21.

1.22.

Se propone el sistema de comunicaciones de la figura:

Tx Rx

A
Fuente | Codificador | [ %aggl | Decodificador || Destino

a) Si la probabilidad de equivocacion del canal binario simétrico es p, indique la capacidad
del canal.

b) (Cuéles han de ser las probabilidades de los simbolos en el punto A para que se consiga
la capacidad?

c) Represente graficamente, en un plano formado por la equivocacién del canal, p, y la
entropia de la fuente, H(S), las regiones que permiten transmitir por el canal sin errores
y las que no. Explique asi, de qué manera influye p en la informacioén que se puede
transmitir por el canal.

Sea un canal binario cuyas probabilidades conjuntas son las de la tabla. Obtenga H(X),
H(Y), H(X/Y), HY/X), I(X;Y), H(X,Y), y la capacidad del canal.

pix=0y=0)=1/3 |p(x=Ly=0)=0
px=0,y=1)=1/3 |p(x=Ly=1)=1/3

Nota: x es la entrada e y la salida del canal.

Considere el canal gaussiano de tiempo discreto:

)y YO

*u(n)

La sefial u(n) es blanca y gaussiana de potencia igual a la unidad. La frecuencia de
muestreo es de 1KHz. La potencia de la sefial de entrada es también igual a 1a unidad.

1. Obtenga la capacidad del canal (expresada en bit/seg), indicando la distribucion de
probabilidad de la sefial x(n) para la que se alcanza.



Suponga ahora que x(n) es una secuencia binaria y blanca, que toma valores £1. A partir de
y(n) obtenemos otra sefial z(n):

z(n)=1, y(n)=0
z(n)=-1, y(n)<0
2. Identificar la matriz del canal discreto cuya entrada es x(n) y su salida z(n). Obtener
su capacidad (expresada en bit/seg).
3. Repetir el punto anterior, si la sefial z(n) es ahora:
z(n)=1, y(n)=0.5
z(n)=-1, w(n) <0.5

NOTA 1: Para realizar el punto 3 es recomendable derivar la capacidad del canal utilizando
letras para representar las probabilidades condicionales del canal, y sustituir los valores
numéricos al final. También se sugiere expresar la informacion mutua, utilizando la funcién

entropia:
H(p)=-p.log(p)— p.log(p)
dH(p) _ 10g[_1_7_J
dp p
NOTA 2: Por si la necesita le damos la siguiente tabla de la funcién Q:

2
1 o 4
O(x) = ¢ 2dt
=1,
X 0 1 2 3 4 5 .6 7 .8 9

Qx) S 460 421 382 345 309 274 242 212 .184
X 1.0 1.1 1.2 1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Qx) 159 136 15 .097 081 067 055 .045 .036 029

OTROS PROBLEMAS PROPUESTOS

Norman Abranson. “Teoria de la Informacion y Codificacién”
211 212 32 33 44 46 49 51 57 59 517

J.G. Proakis. “Communications System Engineering”
41 45 47 48 49 411 415 416 417 422 423
424 425 426 428 429 430 431 435 426 447 438
102 104 105 106 109 1013 10.14 10.18
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I.1

1.2

I.3

1.7

L8

L9

1.10

IL.11

1.12

L.13

L15
L16

1.17
.19

L.21
1.22

3° 1£C. Sop - ©'oc g€

1

b) A, =S H[S(4, )= H, +10g"™" +1) = H, +log(2" " +1)
2 t +
a) 3H(p)  b) 3H(p)-3pplog3 ¢) 3pplog3

W HO =L ) Hxr, =2
p p

a) 2.28 bits y 1.44 u. 3 arias ¢) 2.4 bits y 1.44 u.3 arias

a)AByC
b) La = 3. Si se hace buscando L minima, entonces Lg = 1.875 yLc=225y ¢)elB

1 ]

a) ](A:B):QII(AI’BI)+Q2](A2’B2)+H(Ql)’ o :Ws 0, :m

1 |
b) C=C, +1 —) =C, +log(—
) Og(Qz) % Ql)

1 |
¢) O =—7— C=C, 'Hog(a)

1d

14+ Y 267G k
ey
d) C,=2-H(p) , C,=log(l+2""")
99.48E-3
a) 0.02 b) 0 ¢ p<0.048 6 p>0.952
C=0.32, P;=3/5, P+ P3=2/5

Optima: d(a)=b d(f)=b d(y)=c P, =031
Max.Semejanza: d(a)=a d(f)=b d(y)=c P, =0.37

El canal C; tendra mas capacidad.

~12
a) $,.(f)=1.0710"" - 10 > 29<|f]<3.1 (Mhz)
IC()
b) C =2 [ log(-2Daf Mbps = 20.9k
- 2.930gfw2 Ps = £9.9R0ps
a) 97% b) 98% d) Compactos

4
b) ])Slirmr = p3 + 3p2p C) C = ‘PSI:‘rr()r lOg ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ + p3 lng3 +3p2p10gp2p

Skirror

H(X):H(Y):log3~—§—;H(Y/X):H(X/Y)z%;[(X;Y):log3-%;C:log5-2
a) 500 bps  b)368bps  c) 335 bps



I1.1

I1.2

11.4

115

1.7

I1.8

x, (1) = x(¢) cos(27f,t) + X(t) sen(27f,t)
x, (1) = x(O[1 + cos(4rf, 1)) + £(t) sen(4xf, 1)
X3 (1) = x(1)

a) 0 b) R (t,t—7)=0" cos(2af,r) X(t) es estacionario
0 S,(/)=5-8(f ~ f)+ -0/ + 1y)

d)0, R (t,t—17) = é— (o} +0,)cos(2af,T) + _;- (o} —o?)cos(2nf, (2t — 7))

X(t) es cicloestacionario, R, (7) = o cos(27f, )

2 2 2+O_2

o-\’ y GX Y
S ()= =0 = )+ S fy)

a) R, (z) = BN,sinc(2B71)

xtiy?

NGB

1

Son estadisticamente independientes.
27N, B

b) f(x,y)=

(4

No, no siempre es invertible.

N, |f|<4Khz
0 resto
N, |f]<3Khz

a) S, (f)=S, (f)= { R, ., ()=0

b) 5, (/)=5,.(/) =12 3Kk <|f|< 5Kz

0 resto

R, (r)==0
y/A

5 [cos(Z;rS 10°7) —cos(273 103r)]
T

X, 0= Ap.—nT)  Xe)=S Ap.(t-nT)

H=—00 n=—0



