Transparencias de Comunicaciones Analogicas 3° L. Telecomunicacion.
Tema 2. Conceptos basicos de Teoria de la seiial

Seiiales complejas
Seiiales deterministas

- Sefiales de energia.
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Transparencias de Comunicaciones Anal6gicas 3° . Telecormunicacion.
Tema 2. Conceptos basicos de Teoria de la sefial

- Seiiales aleatorias estacionarias

R.(7) = E{x(t)x"(t - 7)}
ny('[) =F {x(t)y* (t — ‘Z')} STy e Y \(BL{\ ce u‘é Y S Lo cabraan s

- Sefiales aleatorias cicloestacionarias

R (7)= %LTE{x(t)x*(t - z')}dt

R (1)= __12; j’o TE{x(t)y*(t — 7)}dt

Propiedades de la autocorrelacion
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2. Simetria hermitica
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Transparencias de Comunicaciones Analégicas 3° I.Telecomunicacion.

Tema 2. Conceptos bésicos de Teorfa de la seiial

Descomposicion de la autocorrelacién y la D.E.
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Transparencias de Comunicaciones Analdgicas 3° I.Telecomunicacion.
Tema 2. Conceptos basicos de Teoria de la seiial

Autocorrelacion y D.E. de suma de sefiales
z(t) = x(t) + y(t) z,x,yeC

R,(r) =R, (¢)+ R, (r) + 2Sim|R  (7)]
S,(f)=8,(/)+S,()+2RelS, ()]

Incorrelacién: R, (z)=mm v

Si m,=0 6 m,=0 = R, (7)=R_ (2)+R ()
S.()=8.(/)+8,(f)




Transparencias de Comunicaciones Anal6gicas 3° . Telecomunicacion.
Tema 2. Conceptos basicos de Teoria de Ia seiial

Procesos paso banda

Si x(t) es un proceso paso banda estacionario:

R;()=R,(7) y R;(z)=-R,(r)

R, (r)=R,(z)+ R,(r)-2jImpar[R(7)]=
=2R, (¢) - 2,jImpar| R, (z) | =

=2| R, (@) + R, (2)]| «= il oo

R, . @) =R, (r)-R,;(r)+2jPar [Rxfc ('r)] =

=27 Par[-flx (r)] =0

S, (N=TF[R, () ]=2[S,(/)+.j(-jsig(f) 8.(N)]=
=2[8.(f) +sig(f) 8.(N]=48":())
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Transparencias de Comunicaciones Analégicas 3° LTelecommunicacion.

Tema 2. Conceptos bésicos de Teoria de la sefial

R, (D+R_. (T)J ]

- ==Re[R, (7)]=

R, (7)= Re[ 5

=R, (r)cos(2z f,r) + R, (r)sen(2z f;r) =R, _(7)

R . R @R (@] 1 R ~
XpXc (T)_ 7 __5 I: - 3 (z-):l_

=R _(7)sen(2z f,7) - R () cos(2z f,7) (lmpar)
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Rx,,—xc (_T) - —Rxpxc (T) = R

0)=0

XpXc

S, (N=8,.(N=1Pas, (N]=[S. (N+s, )]
%[Sx.. (f+1)+S, (—f + ) |=Si(f + ) +8.(f - £;)

S, (/)= L1mpar[ 8, (N ]=J[SL( + £) -8/~ £»)]

4 St S!(f) es simétrica respecto a portadora:S,(f+ f,)=S.(f—f)
=8, . (/)=0=>R,  (r)=0= incorreladas
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Si x(t) es Gaussiana = x.(t),x. conjuntamente Gaussianas

e independientes




Transparencias de Comunicaciones Analdgicas 3° I Telecomunicacion.
Tema 2. Conceptos basicos de Teoria de la sefial

Modulacién

Si xg(t), Xc(t) son procesos conjuntamente estacionarios:

R, (=R, 0+ R, (7)-2jImpar[R, . (7)]
R, . (=R (1)~ R, (1)+2jPar[R,  (7)]

= x,,(t) estacionaria

R, (t¢-7)=R, (1)=R, () &™

I
Rx,,x; (t,t—7)= Rxeqx;, (z) /@)

= x,(¢) no es estacionaria (si cicloestacinaria)

R_(1,t—7)= —;—Re [Rxa @)+R_ (1,1~ z-)]
R (7)= %[RXF (*)+R, (z')] CoOS W, 7 +

+ Impar[Rxec (r)] senw,r = —;—Re [Rxa (r)]

= x(t) no es estacionaria (si cicloestacinaria)

x(t) es estacionaria si
R, (©)=R, (7)

R, . (7) es impar

R .(Lt-7)=0=>R__ (r)=0:>{

8., (N=8,(N+S, (NH+2mm[S, . ()]
S, (=5, (f-1,)

S.(N)=5Parl S, (N]=3[S. 1 +S, 1)
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1. Introduccion

En el estudio de las sefiales reales paso banda se usa intensivamente una forma de representacién
de las mismas denominada equivalente paso bajo o envolvente compleja, que es efectivamente una
sefial compleja. Esta representacion es especialmente indicada, cuando el ancho de banda de la sefial es
muy inferior a su frecuencia central, que es una caracteristica usual de las scfiales manejadas en
comunicaciones (p.e. los sistemas de transmision via radio).

La envolvente compleja de las sefiales paso banda puede verse como una generalizacion de la
representacion fasorial, tan ampliamente usada en algunas disciplinas (p.e. anilisis de circuitos). La
generalizaci6n consiste en que el fasor (magnitud compleja) presenta variacién temporal.

Las scfales complejas aparecen también de forma natural como una consccuencia de la
representacion en el dominio transformado de Fourier. Las ventajas del uso de los mimeros complejos
para esta representacion, resulta a estas alturas absolutamente natural y conveniente. Pero vistas desde
la perspectiva del dominio de la frecuencia, las sefiales reales son una singularidad: la transformada
inversa de funciones hermiticas. Incluso cuando se parte de sefiales reales, cualquier manipulacién
simple de su espectro (como un desplazamiento), hace que la sefial se torne compleja.

En estas notas se pretende que el alumno, ya ampliamente familiarizado con el manejo de sefiales
reales, se acostumbre a manejar sefiales complejas, para lo cual se generalizan los conceptos
previamente aplicados a sefiales reales, especialmente los de autocorrelacion y densidad espectral de
potencia o energia. Dichos conceptos se aplican tanto a sefiales deterministas como a sefiales aleatorias.
En el caso de estas Gltimas se extienden dichos conceptos para sefiales no estacionarias, y se define una
importante clase de sefiales denominadas cicloestacionarias.

Especial énfasis se realiza en el estudio de las propiedades de simetria de la Transformada de
Fourier. La razén para ello es practica: familiarizandonos con esas propiedades conseguiremos tener
una imagen visual de los problemas, que facilitard en gran medida su resoluci6n.

Para concluir estas notas se aborda una importante cuestién: el efecto que produce en las sefiales
aleatorias estacionarias, la modulacién y la demodulaci6n.

2.  Seiiales y Sistemas Complejos

Una sefial compleja es una funcion -de variable independiente t, real y de variable dependiente x

nimeros complejos:

Representacién cartesiana:
x(t) = x, () + j x,(1) , %, (), x,() e

xz(t) y xi(t) son sefiales reales que constituyen respectivamente la parte real e imaginaria de la sefial
compleja x(t):

a0 =Rela()]= "D ) tafao]- 20X O
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Representacién polar:

x(t) = A(t) &, A@t), p(t) i, A({)>0

SR - S— JERD. S

A(t) y @(t) son seiiales reales que constituyen el médulo y fase de la sefial compleja x(t):

A@) = (O] =5 )+ X]@) , p(t) = arglx(®)] = atg ;‘I—g;}

El uso de sefiales complejas se completa con los sistemas lineales e invariantes caracterizados por
respuestas impulsivas h(t) complejes: =

h) el , te X

La salida de un sistema lineal e invariante se obtiene realizando la convolucién de la respuesta
impulsiva con la sefial de entrada:

¥ =3O *hO) =[x+ jx, O] * [l ) + 11 O]

aplicando la propiedad distributiva de la convolucion respecto a la suma, se obtiene la expresion de la
parte real e imaginaria de la salida:

.VR(t) = xR(t) *hR(t) — X (t)*h](l‘)
Y1 (0) = xx(O) * by () + x, () * By (2)

Por tanto, el filtrado de sefiales complejas implica un cuadruple filtrado de las sefiales reales
involucradas. — sl

x(t) h(t) y(t) / xe(t) _@. yr(t) ’\
—{b0 |
xi() _@ yi(t) 5

3. Propiedades de simetria de la Transformada de Fourier

3.1. Simetrias

Una sefial real se denomina par si la imagen especular respecto al origen de tiempos coincide con
la original: '

ic
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X(’*t) = x(t) E_]- X(t)

t

Una sefial real se denomina impar si la imagen especular respecto al origen de tiempos invierte el
signo de la original: o

x(~t) =—x(t) Ej.

x(1)

Una sefial compleja se denomina simétrica si su parte real es par y su parte imaginaria impar:

x(0)=x"0)

=0 EJ/I\“) x(®)

| t t

xﬁfﬁli:_’i@,,w Ej. )

t l t

3.2 Parte simétrica y antisimétrica de una sefial

Es facil verificar que una sefial real se puede expresar como la suma de una sefial par y otra
impar:

x(t) X, (t)+x (t)

Dicha descomposicion es Gnica y se obtiene mediante las expresiones:

%)= Par[x(t)] *(0) ’*"Zx(“t)

X (t) Impar[x(t)] X0 x(0)

De igual modo, una sefial compleja se puede expresar como la suma de una sefial simétrica y otra
anfisimétrica;

4
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X(0) = x,(0) +%,(6)

chha descomposwlon es inica y se obtlene mediante las expresiones:

x - S1m[ (t)] x(2)+ ; ( 1) l\\

L 50 Asimx(]- 20X D )

Resulta evidente que la simetria de sefiales reales es un caso particular de la definicion mas general de
simetria en sefiales complejas. La simetria en sefiales complejas recibe el nombre de simetria hermitica.

3.3. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una sefial compleja se define de la misma forma que la de una
sefial real: .
j X( f ) = J.w x(t) e’ 25 dt = J. xR(t) e gt + J j. x, () e’ 24f gy &
La transfonnada dc Fourier de una sefial real o compleja es en general una funcién compleja de

variable real. Al considerar sefiales complejas, estamos considerando pares transformados x(t), X(f) que
tienen la misma naturaleza matemética:

x(t) < X(f)
x®),X(fHeC
t,feR

Las siguientes relaciones se deducen inmediatamente de la definicion de la transformada de
Fourier: :

/A XE
[ FEnexo |
L XOeXen i

34. Propiedades de simetria

Consideremos una sefial compleja x(t) y su transformada de Fourier X(f)

X0 X(f) x(@),X(f)eC

Ambas funciones se pueden descomponer en su parte real ¢ imaginaria, o bien en su parte
simétrica y antisimétrica:
x(@) = x, () +J %) = x, () + x,(2)
X(N=X (f)+JX(f) X ()+X,(f)

P

Entonces se verlﬁca que las 31gq;§:ntes funciones son pares transformados:
x(1) & X(f) x.0) © X (/)
Jx @ X,(f) %0« jX,(f)

ic
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Es decir, parte real y parte simétrica son pares transformados, como tambien lo son parte
antisimétrica y la parte imaginaria multiplicado por el nimero j.

Estas propiedades son de gran importancia para el anélisis de sefiales moduladas.

4. Correlacion.

4.1. Sefiales Deterministas de Energia o potencia.

Sea x(t) una sefial comple]a Se definen la energia Eq y poten(na P de dicha sefial mediante las
expresiones: T

E, j k@) dt = j x(t)x @)dt |

‘I)x = T]})Iclo EJ~T/2 X(t)x (t) dt /,,,a’/!

Si desarrollamos las anteriores expresiones obtenemos que la energia/potencia de una sefial
compleja es la suma de las correspondientes a su parte real e imaginaria:

E = |x@f dt=[" (xi@)+x(@))dt=E, +E,

Cuando la energla de 1a sefial es finita, se dice que se trata de una sefial de energia Cuando la

Sea x(t) una sefial determinista compleja de potencia. Se define su autocorrelacion como:

®,(z)=lim 51; [ x(@x" =)t = (x()x" ¢ ~7))

donde se usa el operador <> para expresar el promedio temporal:

() i L[ t0a

Evidentemente, la autocorrelacién en el origen es la energia/potencia de la sefial:

D (0)=E

4.2 Sefiales aleatorias: Estacionariedad y cicloestacionariedad

Una sefial aleatoria compleja x(t) se caracteriza completamente mediante el conocimiento de la
funcion de densidad de probabilidad (fdp) conjunta del vector de variables aleatorias
x(ty,..tn)=[x(t1)...x(tn)], para cualquier valor de los t; y N:

Sty
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Dicha fdp conjunta de N variables complejas debe interpretarse como la fdp de 2N variables
reales: la parte real ¢ imaginaria de cada una de ellas.

Lxtrrt)E) = 05y Ot e o) iy 5 Xy smos Xy 551, )

verificar para cualquier valor de los t; y N, y para cualquler desplazamlento 1, la fdp verifica:

f;l(tl ok N)(X) = f‘x(tl FTpdy +7) (x)

Una sefial aleatoria x(t) es cicloestacionaria en sentido estricto, si su caracterizacion estadistica
completa es insensible a desplazamlentos temporales miltiplos de cierta cantidad T. Expresado
formalmente, se debe verificar para cualquier valor de los t; y N, y para cualquier valor entero k, la fdp
verifica:

Tttty X = Sty oty 1y (X

Esta caracterizacion completa de una sefial aleatoria rara vez se di. En su lugar es usual
conformarse con el conocimiento de los estadisticos de primer y segundo-—orden—(media y
autocorrelacién), mucho mas faciles de calcular.

4.3. Sefiales aleatorias: Potencia y correlacion

La media de la sefial aleatoria es en general una funclén del twmpo que es la esperanza de la
sefial en cada instante:

m, () = E{x(t)}

R (t r) E {x(t)x (t Z‘)}

Cuando la sefial es estacionaria dichos estadisticos son invariantes a desplazamientos de la sefial,

por tanto la media es constante y la autocorrelacion solo depende de .
m (t) m(t+t,)=m,
RED=RA+60)=RO) >

Cuando la sefial es cicloestacionaria dichos estadisticos son invariantes a desplazamientos
temporales miltiplos de cierta cantidad T, por tanto para cualquier valor entero de k, se debe verificar:

“m ()=m ({+kT)
R.(61)= R, (¢ +kT,7) )

g

(z

RO~} )

En el caso de sefiales cicloestacionarias o no estacionarias son Wtiles, cuando existen, los
promedios temporales de la media y autocorrelacion, que son respectivamente constante y funcién de
una sola vanable T

En el caso de sefiales cicloestacionarias dicho promedio temporal s¢ realiza a lo largo de un
periodo:

ol 7
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: 1 Zf = 1 T/ ™ . o(os&k\&;“""“ A~ e=X
s =7L o R(0)==[, R0yt

S

Se deﬁne la potenma de una senal aleatoria compleja x(t) como la esperanza de su médulo al
—cuadrado:

(P(t) E{|x(t)|} {x(t)x'(t)} R,(t 0)

expresion que depende del instante de tiempo y que coincide con el valor de la autocorrelacién
_para 1=0. Se define la potencm media como la media temporal de la potencia:

L P =(P®)=(R.t,0)=R (0))

constante que coincide con el valor de la autocorrelacion media en el origen. En el caso de
sefiales aleatorias estaclgnanas, la potencia es constante:

/\P(t) R.(1,0) =

Es interesante destacar la relacién que tienen estas definiciones con los conceptos anélogos
definidos para sefiales deterministas de potencia. Para ello observese que los promedios temporales de
la media y autocorrelacién de las sefiales aleatorias se corresponden con la esperanza del valor medio y
autocorrelacién de cada una de sus realizaciones, que son sefiales deterministas:

i, = (E{x}) = E{(x®)}
R.(7)= ( {02 ¢-0)}) = E{(x)x" ¢ -0))} = E{®,(0)}

y por tanto la potencia media coincide con la esperanza de las potencias de sus realizaciones:

=(e{or})={(xor )

44, Correlaciéon Cruzada.

El concepto de autocorrelacion se generaliza con el de correlacion cruzada, que involucra a dos
sefiales.

Sean x(t) e y(t) dos sefiales detemnmstas complejas y de energia. Se define su correlacién

cruzada como:

’ )
<<p AO=[L+07 =) a=x*y D)

Sean x(t) e y(t) dos seiiales determmlstas complejas y de potencia. Se define su correlaciéon
@uzada como:

(@a@=(0 o) |

Sean x(t) e y(t) dos sefiales aleatorias. Se definen respectivamente su correlacion cruzada y su
promedio temporal como: — i i

— 8
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R, (t,7)=E {x Oyt - r)} ;
ny (r)= (R @ T)> //

4.5. Propiedades y Relaciones de filtrado.

Mostraremos en este apartado un conjunto de propiedades de la correlacion, que son validas para
todos los tipos de sefiales vistos: deterministas de energia o potencia y aleatorias. Utilizaremos la

notacién correspondiente a esta Gltima. Las tres primeras son consecuencias inmediatas de las
deﬁmcmnes

\ R, (0)= P
| R(?)=R; (“T)
*-\R (T) R, (—T )

Por tanto, la autocorrelamén _presenta simetria hermitica y su valor en el origen es igual a la
energia/potencia. ~

Especial importancia tienen las relaciones que existen entre las autocorrelaciones de la entrada
x(t) y sahda y(t) deun mstcma lineal e mvanante con respuesta impulsiva | h(t)

(@)= x(1) * h(t) x(t) y®
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ —p h(t) .

_Dichas relaclones son tamblen convoluciones operadas sobre las autocorrelamén dela entrada

/\ =R (e K (—-r)» Q @,(D) =0, he)* (—r)
La cox:rilft”cgqp cguzada entre la entraday la salida resxgg §ir
< ‘Dx,,(f) @ (f) * h (7)) _R,@)= &(T) *h'(=7)

" En el dlagrama adjunto se muestran esquemdticamente dichas relaciones, donde también
aparecen sus transformadas de Fourier.

@(7) Dry(7) Oy(7)
6 0 6

R (7) - R, (7) R,(2)
——p{ hi(-1) ' »  h(t) [
S«(f) H'(f) Sxy( HH SO

A continuacion se justifican dichas relaciones, para los distintos tipos de sefial.

4.5.1 Sefiales deterministas de energia

En este caso la relacion se deriva inmediatamente de la definicion:

ic » ?
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_ @ (7)=y(r)* V' (=7) = x(2) * h(z) * x" (=7) * k" (=7) = @ (7) * h(7) * B (—7) | )

\

\\
\

\ =R.(2)*h(x)* 1" (-7) o B

452 Seifiales deterministas de potencia
En este caso la relacion se deriva tambien de la de la definicién:

= o AP RN
®,(5)=(y®)y (t-1)) = < [* hs)x-s)ds [* K )5 (=) dv> - \

=" " W)W ) (xe-9)x" ¢ -r-v))dsdv=[" [ h(s)B ) D,z +v—s)dsdv =
=@ (2)*h(z)*h'(-7)

453 Sefiales aleatorias

En este caso la derivacién es practicamente idéntica a la correspondiente a senales deterministas
de potencia:

R (2) =< 0 y*(t—r)}) - <E{ [* ns)xe-syas | h‘(v)x‘(t-r-v)dv» =
=["[" ws)h D) E{st-5)x" ¢ -c-)})dsav=[" [" hs) K’ W) R,(z+v~s)dsdv =

5. Densidad espectral de energia y potencia.

Sea x(t) una sefial compleja. Se define la densidad espectral de energia/potencia como la
transformada de Fourier de su autocorrelacion: ~ —

5.00= [o.@e ) (s S(fYTE @ ds )

Dicha funcién es real, puesto que la autocorrelacion tiene simetria hermitica. También es
positiva, como se _]ustlﬁcaré posteriormente.

Sean x(t) e y(t) dos sefiales complejas. Se define la dens1dad ad espectral cruzada como la
Transformada de Fourier de la correlamon cruzada

8D = j (@) dz; S, ()= j R (z')dr
S~

La densidad espectral cruzada no es propiamente una densidad. Su valor puede ser complejo. Su

utilidad aparece cuando se desea conocer la DE de la suma de sefales, a partir de las DE de cada una de
ellas, como se veré en el punto 6.

5.1. Propiedades.

Como directa consecuencia de las propiedades de la autocorrelacion tenemos:

10
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PLE=[ S(Ndf
$.(/)20
S,(f)=S5, L0

" La pnmera se obtiene particularizando la expresién de la transformada inversa para t=0; La
segunda es consecuencia (en parte) de la hermiticidad de la autocorrelacién; La tercera aparece
aplicando las propiedades de la transformada de Fourier.

Las relaciones de filtrado aparecen naturalmente tomando transformadas de Fourier de las
correspondientes a la autocorrelacion:

S,(N=S.(OHSN

que es la relacién que existe entre las densidad espectral de energia/potencia de la entrada y
salida de un sistema lineal e invariante en todos los casos contemplados, que son todos los de interés
préctico.

y la densidad espectral cruzada es:
S, (N=S.(NH(f)

5141 Densidad espectral de energia.
En el caso de las sefiales de energia, las densidad espectral se puede poner en funcién de la

txansfonnada de Fourier de 1a sefial. La autocorrelaclén para sefiales de energia se definié como:

f D (r)= J._w x(Ox" (¢ —7)dt = x(z) *x (—z‘)

1

Por tanto la densidad espectral de energla de una seﬁal resulta ser el médulo al cuadrado de su
formada de Fourier:

@(f) TF[x(r)*x (~r)] X(f)X (N= IX(f)I

5.2. Justificacion del concepto de densidad espectral.

El hecho de que la potencia/encrgia de una sefial se pueda obtener mediante integracién de la
densidad espectral S.(f), junto a la relacion entre las correspondientes a la salida y entrada de un filtro
son la causa de que a la transformada de Fourier de la autocorrelacion se la denomine densidad
espectral de energia/potencia:

P={"s.(Ndf
S,(N=S.NHW[

Para que dicho concepto tenga sentido son necesarias dos condiciones:

1. La sefial se puede descomponer espectralmente.

2. La energia/potencia de la sefial es la suma de las energias/potencias de sus componentes
espectrales

Veremos a continuacién que ambas afirmaciones son ciertas, asi como que la transformada de
Fourier de la autocorrelacion es la densidad espectral.

= 11
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1. La sefial se puede descomponer espectralmente.

Las sefiales de energia tienen Transformada de Fourier. Haciendo uso de la formula de la
Transformada inversa la sefial puede ser descompuesta espectralmente en varias, de la siguiente forma:

w0 =[" XN =3[ XA =Y 50, 0= fy< fr <o Sy =

=1

donde la sefial x(t) tiene la misma TF que la sefial x(t) en la banda [fi1,£], y es nula para el resto
de frecuencias:

X=X\, felfnf] _  S.D=50), felfinfl
X,(f)=0, felfinfl S, (f)=0, felfinf]

Las sefiales de potencia y las aleatorias no tienen transformada de Fourier', y por tanto no pueden
ser descompuestas de la forma anterior. En estos casos la descomposicion se realiza mediante el uso de
un banco de filtros ideales, de respuesta impulsiva hyn) que cubren conjuntamente toda la banda. La
sefial x(n) se filtra con cada uno de estos filtros, y ¢l conjunto de las salidas x;(n) constituyen su
descomposicion espectral.

x(t)=Zx,.(t), x,(£) = x() * h(2)

=1
H(N=1, felfnfl
H(N=0, felfinf]
obsérvese que este proceder, aplicado a sefiales de energia, da lugar a la misma descomposicion
que la definida en términos de la Transformada de Fourier.

2. La energia/potencia de la sefial es la suma de las de sus componentes espectrales:

—0=fi < fi<..< fy=

La expresion de la DE de la sefial xy(n) vine dada por:
S, (N =8N

por tanto las DEP de las sefiales x;(n) son:

S, (N=8., felfinf]
S, ()=0, felfinf]

la energia/potencia de la sefial xi viene dada por la expresion:

E =[5, =] s.Hdf

y la suma de las energias:

YE =2 LS. =[" s.(Ndf=E,

En estas condiciones podemos decir con propiedad que E; /P;; es la energia/potencia de la sefial
x(t) en la banda [f.;,£]. Por tanto queda claro que S,(f) es efectivamente la densidad espectral de
energia/potencia:

! Las sefiales de potencia, en sentido estricto, no tienen transformada de Fourier. En el caso de las sefiales
periddicas, que son un caso particular de sefiales de potencia, se suele recurrir a las funciones delta para estudiar
su comportamiento en frecuencia, pero no por ello podemos considerar que su transformada de Fourier exista,
pues en realidad diverge, ya que la funcién delta tiene amplitud infinita,

- 12
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6. Suma de dos seiiales: Correlacion y Densidad Espectral
Cruzada

Calcularemos en este punto la autocorrelacién y densidad espectral de la suma de dos sefiales.
Las relaciones son idénticas en todos los casos que estamos contemplando: sefiales deterministas de
energia y potencia, y sefiales aleatorias en las que exista promedio temporal de su autocorrelacion,
aunque en los desarrollos usaremos la notacién correspondiente a esta Gltima.

Sea la sefial z(t) suma de otras dos sefiales aleatorias, x(t) ¢ y(t)

2(1) = x(t)+y(t) B S

TR(0)= < {z(t)z (- r)}> ( {x(t)x*(t——r)}>+<E{y(t)y’(t—T)}>+ \\\

I S U

y teniendo en cuenta las propiedades de la correlacion cruzada:

R,(2)+R, ()= R (r)+ R, (-r) =28im| R, ()]

U PO P O
U

Llegamos a la expresion de la autocorrelacion de la suma de dos sefiales, que como se ve
dcpende de la parte simétrica de la corrclacx(m cruzada:

“R (T) R (r)+R (T)+ZSIm[R (r)]

: Tomando TF obtenemos la relaclén entre las densidades espectrales:

/s (f)=5 (f)+S (f)+2Re[S (f)]

donde se ha hecho uso de las propiedades de simetria y lincalidad de la TF. En esta tltima
expresion se observa la utilidad de la parte real de la densidad espectral cruzada de dos sefiales, para el
calculo de 1a densidad espectral de su suma.

7. Correlacion y Densidad Espectral de las partes real e
imaginaria

Las expresiones obtenidas en el apartado anterior se pueden utilizar para derivar la relacion entre
la autocorrelacion de una sefial compleja, y las correspondientes a su parte real ¢ imaginaria. Sea x(t)
una sefial compleja, y xr(t) y xi(t) sus partes real e imaginaria:

x(1) = x,(O+ j x, () , xx(8), x,(H)eR

- 13
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x(t) es por tanto la suma de dos sefiales, real una e imaginaria pura la otra. Aplicando las
expresiones anteriores obtenemos:

R (@)= R, (r)+R ()~ 2;Impar[ ol

M

= donde se ha hecho uso de las igualdades:
R, (T) R, (7)

28im[ R, ;. (r) | =28im[ /R, (©)]|=(-jR,, @)+ j XR,,( r)) —zflmpar[ W,(r)] /

Tomando TF obtenemos la relacion entre las densidades espect:rales.

S.()=5, (N+5, (N +21m| x,,,,(f)]

expresion valida también para sefiales deterministas de energia y potencia. Obsérvese que la
densidad espectral de x(t) e xi(t) debe ser par, mientras que la cruzada debe ser hermitica, por tanto:

S, (N+S, (N=Pals,(N]
2ms,.,()]=Tmparls. (] )

De dichas expresiones se concluye que del conocimiento de las correlaciones de las partes reales ||
e imaginarias se puede obtener la correlacién de sefiales complejas. Sin embargo, el conocimiento de la
correlacion compleja no nos permite conocer la correlacién de sus partes real e imaginaria. En general
la correlacion compleja no caracteriza completamente la correlacién de sus componentes.

Si calculamos la correlacion de x(t) con x"‘(t) obtenemos:

<’R .(7)= R (1) R (r)+2jPar[ ”,(r)] )

y tomando TF _——

Qs (=5, (N)-S,(N+2) Re[sxkx, (f)]\

obsérvese que tanto la correlaclén como la densidad espectral son funciones complejas con parte
real e imaginaria par.

Usando ambos resultados obtenemos:

puabog tom , rrpe e, N

z (r)zRe[Rx(mRn' (r)}, R (r)=Re[RX(T) R, (r>] \

s . ! 2

R R " ©

FORLLEL) ,
- ytoma;doTFyaphcando las propledades de simetria:_ o o \\\

S,,,(f)=Sim[ (f)+2,a(f)]’ R ()-si { (f)2 (f)] \

A I i
()= AuSim [n (f)2 ,(f)] ey A

ic “
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- Fstas expresmnes nos indican que en general, para tener una caractemamén completa de las |
{ partes reales e imaginarias de una sefial compleja, no es suficiente la autocorrelacién o su densidad
t\ spectzal smo que debemos conocer también la correlacién cruzada de la sefial con su conjugada

Exxste una clase importante de sefiales que venﬁcan las denommadas condlcmnes de snnetna
_ Estas condiciones son:

R, (T) R, (T)
R ()= —Ry, (7 ) J

R. (r) =R, (0)- R, (7)+2) Parl_ (r)] =0

Resulta claro que para este tlpo de sefiales el conocimiento de la autocorrelacion de la sefial
compleja es suficiente para caractenzar a su parte real ¢ imaginaria:

R (2)=R, (r>~-Re[R @]

R,,@=-F,, (r)~—%Im[R @] \

8. Estacionariedad y Cicloestacionariedad en sentido amplio

Las deﬁniciones de estacionariedad y cicloestacionariedad dadas previamente (sentido estricto)

faciles de comprobar

8.1. Sefiales Reales

Se dice que una sefial real es estacionaria en sentido amplio cuando su media y autocorrelacién
son invariantes a desplazamlentos de la sefial, por tanto la media es constante y 1a autocorrelacion solo

depende de'r .
“m(f)=m (t+t0) m, \‘a\

(809 B 21,0280 .,2

Se dlce que una sefial real es cicloestacionaria en sentido amplio cuando su media y

autocorrelacion son invariantes splazanuentos temporales mu1t1plos de cierta cantidad T, por tanto
_para cualquler valor entero de k, se debe verificar:
7 om (@) =m(t+kT)

R.(t,0)=R,(t+kT,7)/
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Se dice que dos sefiales reales x(t) e y(t) son conjuntamente cicloestacionarias en sentido amplio

cuando ambas lo son con el mismo periodo T, y su correlacién cruzada es invariante a desplazamlentos
temporales multiplos de T, por tanto para cualquier valor entero de k, se debe verificar:

( "R, r) R (ﬁ“kT r) R

R(t z') R(t+t0,r) R(G) -
I'R. (t,r) R (t+t,1) =R (@)

\

s

La anterior deﬁmc1én es equivalente a decir que su parte real ¢ imaginaria son conjuntamente
estacmnanas

mﬁltlplos de cierta: cantxdad T, por tanto para cualquier valor entero de k, se debe venﬁcar
Sm (t) m(t+kT)

| R@D)= &(Hsz) \\
\R (6T =R (+ET,T)

La anterior definicién es equivalente a decir que su parte real © lmagmana son conjuntamente
clcloestacwnanas o

9. Transformada de Hilbert

Definiremos en este apartado lo que se entiende por Transformada de Hilbert de una sefial. El
término transformada en este caso no supone un cambio de dominio, como el caso de la Transformada
de Fourier, en el que cambiamos t:iempo por ﬁecuencia La transformada de Hilbert de una seﬁal es

La transfonnada de Hilbert se usa extensivamente en el manejo de sefiales moduladas.

9.1. Definicion

Sea x(t) una sefial real. Se denomina transformada de Hilbert X(t) de dicha sefial, al resultado de
filtrar con un s1stema lineal e invariante, denominado Transformador de Hilbert, la seiial original:

La respuesta en frecuencia del Transformador de Hllbert tiene modulo unidad, y fase constante

ic 16
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\ Hpy (f) = '“j sig(f ) \

La respuesta 1mpu1swa del Transformador de Hilbert resulta ser:

9.2.

:/

h
/ by (8) = ‘”1“ IQ

Propiedades

/

x(t) es ortogonal a x(t) ( j x(t)x(t)dt 0 S

Sea m(t) sefial paso bajo y x(t) senal paso banda sin solapes espectrales. Sea c(t) el
producto de las dos antenores Entonces su Transformada de Hilbert verifica:

&)= m(t) x(t) >

\\.

Aungque las propledades anteriores son generales, por simplicidad, se demostrarin para scfiales de

energia.

ic

Si x(t) es par = X(f) es real = X(f) es imaginario puro = &(t) es impar.

Hy (f)Hyy () =[-jsig(N)] =-

Haciendo uso del teorema de Parseval:

["xwz@war=[" x(NX (Hdf = x(NX(N]-jsigN] df =
=j [ |X () sig(f)df =0

Dado que los espectros de ambas sefiales no se solapan, la parte positiva y negativa del
espectro de la sefial c(t) vienen dados por:

C*(f)=M(f)*X*(f)

C(N=M)*X(f)

por tanto la TF de &(t) es:

C(N==iC' (N +iC =M~ X" (N+iX (N)]=
=M(f)*[-jsig(f) X(N)]=M(f)* X () =TF [m() #(t))]

17
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9.3. Correlacién y Densidad Espectral

Mostraremos en este punto las relaciones que existen entre las autocorrelaciones de una sefial x(t)
y de su transformada de Hilbert X(t). Dichas expresiones se derivan inmediatamente, puesto que una

sefial y su transformada de Hilbert estdn relacionadas mediante operaciones de filtrado:
X(#)=x(0) * by, (’)

s, (f) S (f)iHm(f)l
( Ss()=5, (f)HTH(f)

. Pero:

H,, (f ) = --J szg(f )

\fpgr tanto:

L ‘,,S )=~ -S S Hry (f)

~Tomando transfomlada inversa de dichas expresiones, se deduce:

</,,,V,.MR (r) A —— \\
R (f)*—&(f)*hm(f)——R @

\ i
() : R6) R.(0)
—» h(7) » b)) |—»
H-HD RO ny 0

Las autocorrelaciones de una senal y su Transformada de Hilbert son idénticas, y su correlacion
cruzada es la Transformada de Hilbert de la autocorrelacién de la sefial original cambiada de signo.

De lo anterior se deduce que la sefial ongmal y su Transformada de Hﬂbert tlenen la nusma
potenma 0 energla.

10. Seiiales paso banda, analiticas y equivalentes paso bajo

espectro para ﬁ'ecucnmas posmvas permite “deducir su valor para frecuencias negativas. De este hecho
surgen unas representaciones equivalente de sefiales reales que preservan la parte correspondiente a
frecuencias positiva del espectro de la sefial original y eliminan la parte correspondiente a frecuencias
negatlvas Dicha representacion, aplicable a cualquier sefial real, es fundamentalmente utilizada para las
sefiales paso banda. Es por tanto la representacion adecuada para describir las sefiales moduladas que se
suclen usar en comunicaciones.

ic "

Departamento de Ingenieria de Comunicaciones

e,



/

10.1.  Relaciones espectrales

Aunque estas representaciones son aplicables para cualquier tipo de sefiales, para introducirlas
vamos a basarnos en sefiales de energia, que tengan TF.

Sea x(t) una sefial y X(f) su TF. Por comodidad vamos a descomponer dicho espectro en dos
partes, el correspondiente a las frecuencias positivas X'(f) y el de las negativas X'(f):

X(f)=X*(N)+ X (f) E. X0 Xy X'(f)
X' ()=X(f), X (f)=0, £>0 o
X*()=0, X (f)=X(f), <0
—t 1 } f
£ fo

La sefial analitica de x(t), x,(t) es una sefial compleja cuyo espectro es:

< -2 ) ) 2X'(9)

/

--------- —*———,/
t i } f
-fo fo
El equivalente paso bajo de xgmitﬂg)u es una sefial compleja cuyo espectro es:
/X N=X,+f) ) Xeqlf)
v 2A

0 f

es decir, el equivalente paso bajo se obtiene mediante desplazamiento hacia la izquierda de valor

fy del espectro de la sefial analitica. f; es una frecuencia en principio arbitraria, perteneciente a la banda
de paso de la sefial x(t), o proxima a ella. En el contexto de sefiales moduladas f; serd habitualmente la

frecuencia de portadora.
Resulta claro que de cualquiera de estas sefiales podemos obtener las demas:

X =X (= f 15 e  ~~\\

X (.f) = Xa (f ) +2X: (_f) = Sim[Xa (f)] y / (4)

— &

La segunda expresion es consecuencia de la hermiticidad del espectro de x(t):
X (N=X"¢N

= 19
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10.2.  Relaciones temporales

En el punto anterior hemos visto la relacién entre los espectros de la sefial real paso banda, la
analitica y el equivalente paso bajo. Veamos ahora la relacién existente en el dominio del tiempo.
Cuando conozcamos dicha relaciéon podremos aplicar estas definiciones a todo tipo de sefiales, incluso

las que no tengan TF.

Teniendo en cuenta la propiedad de modulacién de la TF resulta claro que la sefial analitica y el
equivalente paso bajo se obtienen uno del otro medlante la multiplicacién por una exponencial compleja

de ﬁecuencla fo e S TR
(xeq(t)=xa(t)e‘12xfor xa(t)=xeq(t)ejzxf“r

gl )Dre la relacién entre los espectros de la sefial paso banda y su analitica, también resulta claro que:

(X=X Hm()
h donde HSPL(D viene dado por: S S
// HSPL(f) =2 5 f >0 S5 N ‘\'/ ) HSPL(D \‘\
Hu(N=0,  f<0 )
o~ )

La expresion anterior nos indica que la sefial analitica se obtlene mediante filtrado de la sefial

original, con un filtro de respuesta en frecuencia Hspi (f). Dicho filtro se denomina s Bhtter y dada su
asimetrfa, su respuesta impulsiva debe ser compleja. La respuesta en frecuencia del splitter se puede

relacionar con la del Transformador de Hllbert
Hg, (f)= 1+Slg(f) 1+ j(~jsig(f)) = 1+1Hm(f)

Tomando TF inversa de la expresion anterior y aplicando la propiedad de linealidad de la TF,
obtenemos: \

hm(t)=6(t)+jhm<r)=6(t)+ji D
///‘A X \\ s

" La relaclén temporal buscada es por tanto:

X, ()= x(t) * hgy () = x(t)+1x(t)( / <0

R \\ T. Hilbert

directamente de la expres16n 4 y de las propiedades de simetria de la TF. En el s1gu1ente diagrama se
muesta el proceso de obtencion de la sefial original a partir de su equivalente paso bajo.

20
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1) | Xt
Xeg( Xa(t) Rell +x(t)

ej27’f0’

La parte real xp(t) e imaginaria xc(t) del equivalente paso bajo reciben la denominacién de

11. Procesos paso banda

Calculamos en este apartado la autocorrelacion y densidad espectral del equivalente paso bajo de
una sefial aleatoria estacionaria paso banda. Conclusiones importantes de este estudio es que tanto la
sefial analitica como el equivalente paso bajo son sefiales tambien estacionarias, que cumplen las
condiciones de de simetria.

11.1.  Diagrama

En la figura adjunta se muestra un diagrama con el proceso de obtencién del equivalente paso
bajo de la sefial paso banda.

x(t) . Xa(t) Xeq(D)
—p| Splitter |

e-—j2rrfot

11.2. Sefial analitica

Sea x(t) una sefial real estacionaria paso banda. Ello implica que su espectro es nulo en torno al
origen. La senal anaimca correspond1ente, se obtiene mediante filtrado con el splitter de la sefial
original: P -

((t) x(t)*hsm(t) x(r)wx(t) )

e

donde hgpi(t) es la respuesta impulsiva del splitter y X(t) es la Transformada de Hilbert de la
senal ongmal Cuando la entrada ade un s1stema LTI es estacionaria, la salida tambien lo es. Por tanto la

ST, UONREOA A
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Puesto que la autocorrelacién de una sefial real es ﬁmmén par, su Transform

¢ Hilbert es
lmpar 'y por tanto: - e s

P—
.
™

< R0 Z[R" (")”R(’)] )

y por tanto la autocorrelacwn de la senal analitica resulta ser la sefial anahtlca de la

5.0)= 450 )

Observese que la sefial analitica cample las condiciones de mmetrla, , y por tanto:
// R (T) =0 D
&M,m_ i

11.3.  Equivalente paso bajo

[ % (t) x (r)e-””f" “”fj/‘

R_D)= E{ QERGE r)}— {xa(t)e"””f" (- T)eﬂm«—w}_
{xa(t)xa (t—«z‘)} e /Nt =Rx (T)e-—jhrﬁ,r

_densidad esp_ectxal es por ta:nto lade lela senal analitica desplazada 1, hacia la izquierda.:

/ .= (f+fo) 4SS+ )
R"eq"lq (t’TZ—E{ o (D)%, (¢ :)} = {xa (t)e“’ 25kt (t— 7)e J27rfo(t—r)} -

= E{x (t)x (t — Z-)} e—j2ﬂ'f0(21~7) - R . (Z')e—jz”f”@’”’) _ 0

que es nula. Por tanto podemos afirmar que el equivalente paso bajo de una sefial estacionaria es
tambien estacxonana y que cumple las condiciones de simetria.

114. Componentes en fase y cuadratura

Las componentes en fase xx(t) y cuadratura xc(t) de la sefial x(t), son la parte real e imaginaria del
equivalente paso bajo. Puesto que este Gltimo cumple las condiciones de simetria, se verifica:

& " R_(D=R, (r)=—;—Re[R% @] S \

AN
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facilmente se desarrollan las expresiones antenores para ponerlo en funcion de la sefial ongmal

R, (z')--—Re[R (r).e"z”f"‘] R (t)cos(27 fyr)+ R (r)sen(27 fyr )

o) ==5 I R ()M = R @)sen(2n fr) - R 6)oos(2m i)

”M,«M niaihens

S, ()= <f)——Par[s (f)]
&gn Qﬁﬂ“mWF(ﬂ )

expresiones que se pueden poner en | funclén de la sefial original:

wm--— xcx,(f) J[S+f+fo) S;(f - fo)]

donde se ha hecho uso de la identidad:
S, (f) 4S*(f) 4S‘(~f)

situaci6n, incorrelacion implica independencia estadistica. Por tanto, si x(t) es gaussiana y su dens1dad
espectm] es simétrica respecto a la portadora, las componentes en fase y cuadratura son senales
gausmanas mdependlentes

12. Modulacion

Calculamos en este apartado la autocorrelacion y densidad espectral de una sefial modulada
producida por la modulacién en cuadratura de dos sefiales reales conjuntamente estacionarias.
Conclusion importante del mismo es que dicha sefial es en general cicloestacionaria con un periodo
igual al de la portadora usada. El proceso es inverso al seguido en el apartado anterior. Partimos de dos
sefiales conjuntamente estacionaria, que son respectivamente la componente en fase y cuadratura de la
sefial modulada, respecto a la portadora.
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12.1.  Diagrama de modulacion

En la figura adjunta se muestra un diagrama del proceso de modulacion de dos sefiales en
cuadratura, para obtener la sefial modulada.,

-~

cos(2nfyf) - -

xr(t) i \

x(t) \ N Xeq(t) Xa(t) Re[] | x(t _
Xc(t) f e |
i ii |

 -sen(2nfst) o (__

12.2.  Sefiales moduladoras y equivalente paso bajo de la sefial
modulada

%o (1) = Xp () + j %c (1)

su conjugada vendrén dadas por las expresiones 1y 2:
7/ R, L@=R_()+R, ('Z’) 2] Impar[R e (r)]

i\ (r) R _(r)-R, (r)+2 ]Par[ e (r)]

\ 5, (N=5,(N+5, (f)+21m (f)}
N

12.3. Seifial analitica
La sefial analitica se obtiene multiplicando por una exponencial compleja al equivalente paso
% 2% f; t \’
x (t) X, (t)e o

Se trata de una operacion lineal pero variante, y no hay garantia de que la salida sea tambien
estacionaria. Para averiguarlo calculamos su autocorrelacion mediante la formula general:

ic *
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Re @tt—7)= E{x,,(t)x: (t- T)} = E{xeq (t)en:rfot x;] (- T)e—jzfrf,,(,_,)} ,
- E{xq (t)x:q - T)}ejl’ﬂfo.r _ Rx,,, (7) e/ h

la autocorrelacion no depende de la variable t, condicion necesaria para que sea estacionario. La
densidad espectxal es por tanto la de 1a sefial analitica desplazada f, hacia la izquierda.:

S(f) S, (f ")

Veamos ahora su correlacion cruzada con su conjugada:

R . (t-7)= E{x,0)x,(t—0)} = E{x, ()" x,,(t~ 1)/} =

o 27 foy=1) _ ~i2nfor j4m fyt
{xeq (t)xeq (t t)}e g = qu; (r)e /"t M

que es una funcién de dos variables pero penédxca en t. Por tanto, la senal analitlca es una sefial
c1cloestacmnana ' -

——

12.4. Seiial modulada

La sefial modulada es la parte real de la sefial analitica:
;\—‘—"\
x(@®)= Re[xa (t)] )
\//«" —

/N

por tanto su autocorrelacién viene dada por la expresion 3:
, R @+R . @0)]
( Rx(t,‘r)=Re’: 5 \

La sefial modulada, al igual que la sefial analitica resulta ser cicloestacionaria. Su promedio
temporal es:

R, (D)+R ()] 1
Rx(r)=Re[ i }:51«:[&” @]=

——

= —l—[ (@)+R, (T):l cos(27z fu7)+ Impa.r[ - (r)] sen(27z fo'r)

Y la densidad e _spectral (TF de la parte real de la autocorrelac16n)
+S8, (-f—-1,
S.(N=5Par5,(N] - 2 e i

La expresién anterior nos d4 la densidad espectral de una sefial modulada en funcion de la
correspondiente de su equivalente paso bajo. Observese que para obtener dicho espectro, se desplaza el
del equlvalente paso bajo f; a la izquierda, y se calcula su parte par.

Un aspecto a destacar son las condiciones que deben cumplir las sefiales moduladoras para que la
sefial modulada sea estacionaria. Resulta evidente que la condicién es que la sefial analitica sca
e—siac_xgpgl_a Si observamos la expresion de la correlacion cruzada de la sefial analitica con su
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snnema pues €n ese caso:

Rx p (z')= 0 luego Rx . (t,t —7)=R_.(7) e/ h D —

Este resultado viene a ratificar ¢l obtenido en el apartado antenor el equivalente paso bajo de
una senal estacionaria cumple las condiciones de simetria.

13. Resumen de autocorrelaciones y densidades espectrales

x(0), y(©) e C
Se define la correlacién cruzada de x(t), ¢ y(t) como:
@, (7)= _[: x()y (¢ —7)dt Sefiales determinista de energia finita
o i 1 ¢rs2 . d N o o
5= lim T I_m x()y (t—7)dt Sefiales determinista de potencia finita
R, (7)=E {x(t) V(1) } Sefiales aleatorias estacionarias
R -—1—TE{t't-- bt Sefiales aleatorias cicloestacionari
w(D)= T'[) x()y (t—1) efiales aleatorias cicloestacionarias

En adelante usaremos la notacion correspondiente a sefiales aleatorias estacionarias, pero las
expresiones son validas también para el resto de los casos.

Se define la autocorrelacion de la sefial x(t) como:

R.(0)=R,(7);

Y la densidad espectral y densidad espectral cruzada de potencia (energia) como:
S.N=TFR,@;  8,(N=TFR, )]

Relaciones entre las autocorrelaciones de una sefial compleja y sus partes real ¢ imaginaria:

x(1) = xz () + j x, ()

R, ()=R, (+ R, (0)-2jImpar| R, ()] | S,(N)=8, (H+ S, (/)+2mm[S,, ()]

R_.(©)=R, (1)-R, (t)+2jPar[ R, (7)] 8, (N=8,()- 8, (N)+2jRe[S,, (/)]

Re[R,(2)]=R, (7)+R, (7) | ParS,(N)]=S8, (N)+S, ()

- 26
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(@] S.(/)+S..
R,(@®)= Rel:Rx 2 +2Ru ©) S,..(f)= Sim{_(_f.%.ﬁ_g_‘.)_}
7 S.(NH-S_.
R, (r):Re[Rx(” ‘ZR © s, (f)=Sim{__’£££)_2_,&.q_)_}
I l R .(0)-R, (;)} S, (f)=—Jj Ansm[w}
RxRx, (T) = 5 )

14. Resumen de representacion de sefiales paso banda

Sea x(t) una seiial real paso banda:

x)eR [/ S;(N=0, |f-f|=2B, f,>B>0

Un Transformador de Hilbert es un sistema LTI, caracterizado por:
1 o

h(t) =—; H(f)=-JSig(f)

nt’
La transformada de Hilbert de x(t) es la salida del transformador de Hilbert, cuando su entrada es x(t):

(@) = x(t) * ;l—t

Se definen la sefial analitica x,(t), equivalente paso bajo X.(t), componente en fase xy(t), y en
cuadratura xc(t) de x(t):
x 0, x,0)eC; x©0) , x.(DeR

x, () =3O+ 5(0) ; %, () =%, () =5, + ] x:(0)

Las relaciones generales entre las autocorrelaciones y las densidades espectrales son:

R, (7) =2| R,(0)+jR.(?)] S, (N=457(f)
R, (2) =R, ()€™ S, (N=S, (f+1)
R, () +R, () =Re[R, (2)] S, () +5,.(f) =Patls, (/)]
Re|R S, (f=f)+S. (=~ 1,
R (=R ;(ﬂj 5= f)+4 LGS 1)
= 27
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Si x(t) es una sefial aleatoria estacionaria, xp(t) v xc(t) son conjuntamente estacionarias y:

R, (=R, (D=—ReR_(D)] | S, (N=5(N=Pals, (N|=S:(+ 1)+ 5./~ )
2 2 4

R, 0= 1R, @) S, (N =L mpads, (D] Jls:0+ 1)-5:07- 1)

Si xx(t) v xc(t) son sefiales aleatorias conjuntamente estacionarias, x(t) es en general cicloestacionaria:

R.)= Re[ R (1)+R_.(t7 )} R ()= %[Rxp (r)+R,, (r)] cos(2rx f,r) +

2
+ Impar[Rxec (r)] sen(2z f,7)
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Comunicaciones Analdgicas 3° I.Telecomunicacion.
Tema 2. Conceptos bésicos de T* de la sefial

Ejercicios de simetrias de seiiales

a) Pinte la simetria par ¢ impar de las siguientes sefiales.

Xi(f) 2 XD Xs(H)

| %
} - } t £ ——t t +-f
B 2B B 2B l/‘ B 2B
X4(D) Xs(H Xs(D)

1 1 1

[
' B 2B L " S o B 2B

b) Pinte la simetria hermitica y antihermitica de las sefiales Z;(f), Zo(f) y Zs(f)
definidas como:

Zy(f) = Xu(H) +j Xs(D

Zy(f) = X4(f) +j Xs(D)

Zy(f) = Xa(f) + 3 Xe(D)

¢) Pinte los espectros asociados a la parte real e imaginaria de las sefiales x:(t), x(t),
x3(1), x4(1), x5(t) ¥ X6(D)

d) Obtenga una expresion de x4(t) y de xs(t) en funcion de z(t)

¢) Obtenga una expresion de Sim[Z3(f)] y de AnSim[Z;(f)] en funcién de X4(f) y Xs(f)
) Obtenga una expresion de Re[zx(t)] y de Im[zx(t)] en funcion de x4(t) y xs(t)

g) Especifique el tipo de simetria, si tienen alguna, y si son reales o complejas todas las

sefiales definidas, tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia, asi como
de sus partes reales e imaginarias.






RELACION DE PROBLEMAS DE COMUNICACIONES ANALOGICAS
TEMA II: CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE LA SENAL

IL1. Determine las sefiales x;(t), x2(t) y x3(t) y dibuje sus espectros, sabiendo que el espectro de
x(t) es el de la figura. ‘

X®

-W -W/2

sen(2nfpt)

T.Hilbert

X)) xao(b)
l Paso Bajo XS(:)

['Ws W]

()

T.Hilbert

2cos(2nfpt)

sen(2rfgt)

IL2. Elproceso aleatorio X(t) viene definido por:
X(t) = X cos2nfpt)+Y sin(2nfopt)

donde X e Y son dos variables aleatorias gaussianas independientes con media 0 y varianza

o’
a) Obtenga mx(t)
b) Obtenga Rx(t,t-1). ;Es X(t) estacionario? ;Es cicloestacionario?
¢) Determine la densidad espectral de potencia de X(t)

d) Responder a las cuestiones anteriores si o # o)

IL3. Sea X(t) un proceso cicloestacionario de periodo T y 0 un variable aleatoria, independiente
de X(t) y uniformemente distribuida en [0,T). Demuestre que Y(t) = X(t+0) es estacionaria
y que su autocorrelacion viene definida por:

1 er
Ry(@)= |, ReGt—z)ar



11.4.

IL.S.

I1L6.

IL7.

11.8.

Sea un ruido blanco gaussiano de media cero y densidad espectral de potencia No/2 que
pasa por un filtro paso bajo ideal de ancho de banda B.

a) Calcule la autocorrelacién del proceso de salida Y(t).

b) Sit=1/(2B), encuentre la funcién densidad de probabilidad conjunta de las variables
Y(t) e Y(t+1). ;Son dichas variables independientes?

Cuando la entrada de un sistema LTI es un proceso estacionario la salida es también un
proceso estacionario. ¢Es cierto lo contrario? Es decir, si sabemos que la salida de un
sistena LTI es un proceso estacionario jpodemos concluir que la entrada es necesariamente
un proceso estacionario?

Sea X(t) un proceso cicloestacionario aplicado a un sistema LTI con respuesta al impulso
h(t).

a) Demuestre que el proceso de salida es también cicloestacionario.

b) Demuestre que R, () =R, (z)* k() *h(-7)

¢) Concluya que la relacion S, (f)=S,(N*H( )]2 es vélida para procesos
estacionarios y cicloestacionarios.

Un ruido gaussiano blanco de media 0, ny(t), con densidad espectral de potencia No/2, pasa
por un filtro paso banda ideal de 3-11 Khz. El proceso de salida se denota como n(t).

a) Si =7 Khz, determine Sn(f), Sn(f), ¥ Ram(t) donde nx(t) y nc(t) son las
componentes en fase y cuadratura de n(t).

b) Repita el apartado anterior para f;=6 Khz.

Sea p(t) una sefial pasobanda con componentes en fase y cuadratura pe(t) ¥ pc(t) y sea
X = Z A, p(t—nT) donde los A, son variables aleatorias independientes. Exprese Xg(t)

#=-c0

y Xc(t) en funcién de pe(t) y pe(D).

OTROS PROBLEMAS PROPUESTOS

J.G. Proakis. “Communications System Engineering”
345 346 350 3.65 371 372 3.73



